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第 一 章 “代数 数 的 基本 知识 


代数 数 与 超越 数 构成 全 体 复数 . 因此 ， 任 何 关于 并 数 数 
或 超越 数 的 命题 常 具 有 二 重 性 . 例如 ， 对 于 代数 数 的 必要 条 
件 ， 可 以 构成 对 于 超越 数 的 充分 条 件 ， 所 以 ， 做 为 预备 部 
分 ， 本章 主 要 叙述 以 后 各 章 内 容 所 涉及 的 代数 数 的 基本 概念 
和 知识 ， 以 及 有 关 多 项 式 的 几 个 定理 ,对 于 一 些 熟知 的 定 
理 ， 将 证 明 略 去 了 ， 


第 一 节 多 项 式 


下 面 提 到 的 多 项 式 ， 都 是 指 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 . 
”定理 1 对 于 任意 的 多 项 式 f(x) 与 g(xX)，g(X) 半 0， 必 
有 多 项 式 9(x) 与 "(x)， 使 得 
f(x) = g(x)g(x) + r(x), 
其 中 7(x) 二 0，、， 或 者 基 一 个 次 数 低 于 g(x) 的 和 多项式 . 
两 个 多 项 式 如 果 没 有 非常 数 的 公 因 式 ， 虽 称 它们 是 互 寄 
的 ， es 
定理 2 .多 项 式 f(x) 与 g(x) 互 迪 的 充 要 条 件 是 ， 罕 太 
多 项 式 4A(x) 与 B(x)， 使 得 
ACX)f(x) + B(x)g(x) = 1, 
多 项 式 f(x) 如 果 没 有 次 数 比 它 低 的 非常 数 多 项 式 基 子 ， 
则 称 它 是 不 可 化 的 、 
定理 3. 每 个 n{ 六 0) 次 多 项 式 f(x)， 都 可 以 分 解 成 不 可 
1 


六 多 项 式 的 车 积 .此 外 ， 湛 不 计 常 数 因子 的 差异 及 因 于 的 次 
序 ， 则 这 种 分 解 式 是 唯一 的 ， 
定理 4, 设 f(x) 是 有 理 系 数 的 民 盖 0) 次 多 项 式 ， 如 果 可 
以 分 解 成 两 个 次 数 低 于 1 的 多 项 武之 积 ， 那 么 ，f(x) 以 两 个 
次 数 低 于 ”的 有 理 整 系数 多 项 式 为 其 因 式 . 
。 定理 5. 设 (x) 与 e(*) 是 多 项 式 ， 而且 f(x) 是 不 可 化 
的 . 车 f(x)=0 与 s(x)=0 有 公共 根 ， 则 f(x)|g(*). 
:. 由 此 定理 可 知 ， 若 f(x) 是 有 还 系数 的 不 可 化 多 项 式 ， 
则 它 的 零点 各 不 相同 ， 
以 下 ， 讨 论 任意 复 系 数 多 项 式 . 
设 多 项 式 
f(x =a0Xxn+4 .+An(m>0) 
与 E 
g(xX)= bx + + b(n >0) 
的 全 部 零 点 分 别 为 gl，…，an 与 8 记 ， 称 站 二 天 十 了 
阶 行列 式 


Uo Gadn Or 0 
0 go aan -0 
Res(f,g) = 0 “0 
0 .+ 0 C，41…Qw 
bo by ob 0 «oe | 
0 b, Bb ee Q | 
OQ re 个 
0 …p0 bo bl Bb 
为 f(x) 与 g(x) 的 结 式 . 


定理 6. 
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Nm a Of mr 


Res(f, 8) =o I glo) =(—1)" T/CB). 


此 外，f(*) 与 1 (x) 有 公共 容 点 的 充 要 条 件 是 
DA = -or=o 


其 中 .D(Cf) 称 为 (xX) 的 判别 式 ， 

设 x41， ,%4) 是 nn 元 多 项 式 ， 如 果 对 于 4 个 变量 x1， 
…，% 的 下 标 集 {t，2，…， 屿 进行 任意 一 个 置换 后 ,f(xis 
”了 x ) 都 不 改变 则 称 f(x1， | %‰) 是 xz 元 对 称 多 项 式 ， 

称 

1 二 十 基 g 十 … 和 十 Mrpy 
2 二 和 2 汪汪 斗 二 六 二 2 和 
如 -1 二 XIX XINo NXn oN 于 ee 
十 基 5X3 Ma 
2 Os = IT 
为 x1，…,Xs 的 初等 对 称 多 项 式 ， a 

定理 7. 任何 的 系数 在 数 环 尺 中 的 # 元 对 称 多 项 式 都 可 
以 唯一 地 表示 为 初等 对 称 多 项 式 01,…,0, 的 多 项 式 ， 而 且 
它 的 系数 也 在 RR 中. 


. 第 二 节 代 数 数 


在 本 书 中 ， 将 以 C，R，Q 分 别 表示 复 数 域 、 实 数 域 和 
有 理 数 域 ， 以 < 表示 整数 环 ， 以 N 表 示 全 体 自然 数 的 集合 。 
此 外 ， 对 于 数 集 闵 ， 以 KL 表示 形 如 


Got™” a lt 


的 多 项 式 的 集合 ， 其 中 CieK (0<i<m), 
定义 1. 设 
F(X)= Ax +CIX t+ Aare Lr (Cao 天 0)。(1) 
若 数 是 1(x)=0 的 根 ， 则 称 4 是 代数 数 ， z 
若 1(*) 是 不 可 化 多 项 式 《 即 不 存在 非常 数 的 gCx)eZEx] 
与 内 x)eZLxJ， 使 1(X) = gCXx) 有 Cx))， 而 和 且 co*…an 互 索 ， 
《9o，C0 "es 00)=1, 
则 称 f(x) 基 上 a 的 最 小 多 项 式 ， a 是 世 次 代数 数 ， 并 称 


h(a)= max |&,| 
Li 


是 4 的 高 

例如 ，? 是 二 次 代数 数 。，x*: +1 是 它 的 最 小 多 项 式 ， 
h(i) = 1 

代数 数 也 可 定义 为 “系数 为 有 理 数 的 代数 方程 的 根 ”， 

由 定理 5， 代 数 数 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 ， 

定理 8， 车 “，8 是 代数 数 ， 则 w 土 P,apb 以 及 丰 (B 产 0) 都 
是 代数 数 ， I 

证 骨 。 Bax8 为 例 ， 设 w=ai yan 与 B=B,, '*…, Bb. 分 
别 是 a 与 8 的 最 小 多 项 式 的 全 部 零点 ， 而 昌 这 两 个 多 项 式 的 
最 高 乱 项 系数 分 别 为 a,《 寺 0) 与 5,( 才 0)， 则 a8 满足 方程 

h(x) = (esba) "本 Hx- of) =0， 

由 多 项 式 系 数 与 零点 的 关系 以 及 定理 7， 可 知 多 人 妇 是 有 理 整 
系数 密 项 式 ， 所 以 ，&xp8 是 代数 数 ， 

证 上 毕 ， 

内 定理 8 ， 全 体 代数 数 构成 一 个 数 域 ， 
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定义 2 . 若 代数 数 a 的 最 小 多 项 式 的 最 高 宪 项 的 系数 为 
1 ， 则 称 它 为 代数 整数 . : 
定理 9 ,代数 整数 若是 有 理 数 ， 则 必 是 有 理 整 数 ， 代数 
整数 的 和 、 差 、 积 仍 是 代数 整数 ， 
定理 10. 设 w 是 方程 
Q(x)=PBox" +BIx" + +f,=0 
的 根 ， 其 中 B.C0i<) 是 代数 整数 ， 则 Boa 是 代数 整数 
证 明 ， 由 Q(w) =0 可 知 Boa 满足 方程 
Gx) =x" +BABX) TT! te +BBo" 


A a z 
由 定理 8 ， 上 式 中 的 +, (1<i 志 ) 是 代数 整数 ， 没 7 (1<i 气 
中 的 最 小 多 项 式 的 全 部 零点 为 
a Yil2) ee i i) 
其 中 di 是 六 的 次 数 ， 则 由 对 称 函数 的 性 质 ， 知 


d 1 dn | _ 
Q@*Cx) = 下 HE (Cry re 
ii=l =】 


二 Ya ) ) 

是 系数 为 有 理 整数 的 多 项 式 ， 甚 首 项 系数 为 1 ， 
显然 Q*《PBoa) =0， 因 此 Poa 是 代数 整数 ， 

证 毕 ， 

定理 11。 议 

f(xX) =a0xi +axt 十 十 Gd 二 of 01) "(+— as), 
其 中 aieZC0<i<d), 则 对 于 {1,2…, 引 的 任 一 子 集 {i，…, 训 ， 
dd, "0 ,古代 数 整 数 . 


证 明 . 首先 ， 我 们 指出 ， 如 果 


PR) AX tA , ; 
是 以 代数 整数 为 系数 的 多 项 式 ，P(a) = 0， 则 二 2 也 


代数 整数 为 系数 的 多 项 式 ， 

事实 上 上 ， 当 =1 时 ， 结 论 是 显然 的 。 假定 缩 论 对 于 多 
成 立 ， 那 么 ， 对 笠 n +1 次 多 项 式 

P(x) = ps En 十 入 
(46，… 加 7 是 代数 整数 ) ，P(a) = 0， 由 定理 可 知 

Ox) = P(X) 一 (zx 一 4)4oxzm (1) 

是 一 个 以 代数 整数 为 系数 的 mn 次 多 项 式 , 而 县 C0) 0， 
因此 - 


Q(x). _ P(x) 


Xe x— hs (2) 


是 -个 以 代数 整数 为 系数 的 多 项 式 ， 因 而 二 ce) -也 是 以 代数 
整数 为 系数 的 多 项 式 . 这样， 由 归纳 法 得 到 上 面 提 到 的 结 
论 . 
现在 证 明定 理 结论 ,依次 应 用 已 经 证 得 的 结论 ， 可 知 
1 入 
0 
1<J 8 
是 以 代数 整数 为 系数 的 多 项 式 ， 它 的 常数 项 
(-1)e, ca a, 
A i 
当然 是 代数 整数 ， 由 此 证 得 定理 ， 
证 毕 . 
定义 8. 若 a 与 二 都 是 代数 整数 ， 则 称 为 单位 数 ， 
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定理 12. “ 是 单位 数 的 天 用 条 件 是 ，a 满 足 一 个 首 项 屁 
数 为 1， 和 而 且 末 项 系数 为 士 1 的 有 理 整 系 数 方程 . 
证 明 .由 定义 可 推出 . 


”第 三节 有 进 娄 城 的 扩张 
” 设 e 是 ?次 代数 数 ， 记 
E={fc,+aie+…+anias 1 aeQ,0<i<n— 1}, 
定理 18，E 是 一 个 数 域 。 此 外 ， 车 
(Gor019 rs G0-1)#(bo, bys, bn-i)s 
其 中 aeQ， beQ (0<i, jn-1)， 则 
| Qo = an tb + oat bn ll. 
证 明 . 设 % 的 最 小 多 项 式 为 Kx*)， 又 设 


1=ao+6i4+，…+onias-1=afe)eE， 
Hb +hiot+. + ha ar- es 


则 4 二 peE 是 显然 的 . 下 面 证 明 hn 以 及 二 (4 关 0) 也 都 在 上 


肉 ， 从 而 E 且 一 个 域 .以 deg P(x) 表 示 多 项 式 P(x) 的 次 
数 ， \ | 
由 定理 1 可 知 ， 存 在 有 理 系数 多 项 式 g(z) 与 Y(z)， 使 
得 

a(x)bx) = gx)fx) +7(x), deg r(x)<degf(x) =mb 
因此 ， 册 f(a).=0 得 到 

和 =a(a)Ke] =g(c)f(a) +r(a) rE 

当 px0 时 ， 由 于 Xx) 是 不 可 化 多 项 式 ， 所 以 Kx) 与 
f(xz) 互 素 ， 从 而 存在 有 理 系数 多 项 式 人 x) 与 :(x)， 使 得 

B(x) bx) +s(Cz) fx) =1， deg px)<deg f(x) en, 


下 


因此 和 
pla)k = (a)b(a) + s(a)f (a) =1, 
1 != pla)eE. 

最 后 ， 如 果 (cuyal，… an-1) 关 (ppai)， 但 是 

do QI 二 十 CU-1G 二 po 十 DC 十 二 0 , 
那么 a 满足 -- 个 次 数 和 mn -1 的 代数 方程 ， 从 而 是 一 个 次 数 
<z2 一 1 的 代数 数 ， 这 与 假设 矛盾 。 所 以 定理 的 最 后 一 个 结论 
得 证 . 

证 毕 ， 

定义 4. 设 4 是 "次 代数 数 ， 则 数 域 

Q(a)={as tarat tan da" ll deQ, Oi<n—1} . 
称 为 有 理 数 域 Q 添加 a 所 得 到 的 单 扩张 ， 并 称 为 4 次 代数 
数 城 ， 记 nn =[LQ(0): Q] . 

定理 14 . 若 代 数 数 c 尖 0， 则 Q(a) 即 是 a 经 过 加 、 减 、 
滁 、 除 〈 除数 不 为 零 ) 运算 所 得 到 的 最 大 数 集 ， 

证 明 , 路 ， 

定义 5. 由 有 限 个 代数 数 91,…as 经 加 、 减 、 乘 、 除 ( 除 
数 不 为 等 ) 运算 后 所 得 到 的 数 域 ， 称 为 Q 上 的 有 限 扩 张 ， 记 
为 Qa 0). 和 

定理 15， 对 于 任何 Q 上 的 有 限 扩张 Q(a,8,…,7), 总 存 
在 代数 数 41， 使 得 

(1) =Q(a, 8, 7). 

证 明 。 仅 就 =2 的 情形 证 明 ， 下 k 汤 2， 可 由 归纳 涛 
肥 王 处 的 方法 给 出 证 明 . 

设 a 与 8 的 最 小 多 项 式 的 全 部 零点 分 别 为 

a=003 sn SS B=,P,,., bs 

取 有 再 数 有 中 ， 人 和 使 得 


h AL(1Sk, In, 11,i<m), 
于 是 mn 个 数 haj+ B(1 志 ?rn， 1 过 kem) 各 不 相同 ， 
记 : 

A=hat+b, 
则 4 是 代数 数 ， 旦 满足 方程 


F(x)= HH H(t- Chai+B))=0. 


f=1 R=] 


必 


HO POR Bam 多 
则 由 对 称 函 数 的 性 质 可 知 ， (x) 与 吾 (x) 都 是 有 理 系数 的 多 
项 式 ， 而 且 ，《 3 ) 式 导 出 

H(A)= F(a, 
但 是 F(x) 没有 重 零 点 ， 所 以 了 所 和 ) 去 0， 从 而 

H(A) 

“= FI 
即 aeQ(4)， 因 此 

B=i1- h(a)eQ(a), 
于 是 

QCa, 六 SEEQC1) ， 
由 此 及 显然 的 关系 式 

Qi)EQkc,5) 
即 可 得 出 Q(1)= Qt{a,8). 
“证 毕 ， 

$1 


由 定 在 15， 上 的 有 限 扩张 总 可 归结 为 & 上 的 单 扩张 ， 
因此 ， 可 以 只 讨论 单 扩张 以 苦 代 对 有 限 扩 张 的 研究 . 
定义 8. 设 ai …yo4 与 4 是 代数 数 ，4 的 次 数 是 4d ， 著 
QCoae) =Q(Ci)， 
则 记 
d = [Qfgac xsQ].， 


第 四 节 基 底 


设 4 是 1 次 代数 数 ，4=4),4s,…,4, 是 4 的 最 小 多 项 式 
的 全 部 等 点 ， 
. 定义 7. 设 ai = aeQ(4)， | 8 
Q=a) = a dl ta ?i tan, deQ(0 ein 
-1D), . 
称 
0 = a ) (k=2,3,.,7) (4) 
是 a 在 Q(4) 上 的 共 椭 数 ，4;,…,44 则 称 为 4 的 共 锯 数 . 
定理 16. 设 aeQ(4) 是 4 次 代数 数 ， 其 最 小 多 项 式 为 
f(x), I 
fx) =a0xd+t +o, de (0<i<d) 。 
多 设 
sx)= I (ro), 


其 中 we 由 《4 ) 式 确定 ， 则 g(x)eQfx]， 而 且 
g(x) =c(f(x))", 
其 中 1 eN,，iln,ceQ, 
证 明 。 由 定理 5 可 以 推出 ， 证 毕 。 > 
由 定理 16， 以 &=at)， at af 表示 a 的 最 
了 0 耻 


DAA SA ep 


小 多 项 式 的 全 部 零点 ， 则 a 在 Q(4) (4 是 ?# 次 代数 数 ) 上 的 
全 部 共 辆 数 恰 好 是 (1) ，…，at4) 的 本 次 重复 . 


定义 8， 藻 在 Q(4) 中 存在 一 组 数 Qa1,…, Qnr, 使 得 对 于 任 

意 的 XeQ(4)， 都 有 唯一 的 表示 式 
X= + Aan, aiEQ (lin), 

则 称 a1，…，en 是 Q() 的 一 组 基底 . 

例如 ， 若 14 是 ?次 代数 数 ， 则 1 4 ,4 1 构成 Q( 科 ) 的 
一 组 基底 

定理 17 .QQ(4) 中 的 任 一 i i 

证 明 .( 赂 )。: 

定义 9 . 设 @iy on 是 Q( 四 ) 中 的 任意 4 个 数 ， n=[Q 
《4):Q], 称 
.ie 1 
Ace py an) = 


Ga) ost 


为 gai,… ,es 的 判别 式 ， 其 中 o = ，ail) ,art 路 是 
xi 在 QGL) 上 的 共 辆 数 ， 
定理 18. 判别 式 县 有 以 下 人 性质 ，: 
(i), Aga, a )eQ., 
特别 她 ， 若 1,……5&, 是 代数 整数 ， 则 
A(ay,', 0) EZ, 
《11) ,车 Qi tn 与 Bis ,8B 是 QC4) 的 两 组 基底 ， 
则 a 
df(ai，， ，， ‘, 0s)* “A(8,, ,pb， )>0.3 3 
(iiiy，alon 是 Qi) 的 一 组 基底 的 充 要 条 件 ， 是 
de ,En) A0, 


天 了 证 5 刘 


是 


证 明 .【《i .由 对 称 多 项 式 的 性 质 即 可 得 证 ， 
《iiy。 设 


Qj = Ean pe (1&7 En), 
其 中 aiveQGt<)85<2)， 则 显然 有 


四 
ai BD (1 委 !，7 委 2) ， 


因此 
CC Cs) {2 
(ez, 3 Cn) = : : 

wl Ce) (ns) 
Bitl)...B,t1) i2 

= oil 3 | 
Bl). pr) 

= 1eisl**A(B,, ,PBs)s (5) 


其 中 1aii | 表示 以 ai 为 其 第 ! 行 、 第 1 列 元 案 的 行列 式 。 
由 (5) 式 可 得 到 结论 (ii)， 
(iii), 对 于 基底 1，4，…， 1 有 
让 
A(1, A, ,4*-1) = 1 4 


1 pT dt 
= 工 《有 一 各 六 款 0， 
EE 


由 此 及 结论 (ii)， 可 知 当 1,a.…,0, 是 一 组 基底 时 ， 
da yo 天 0 


12 


另 一 方面 ， 若 A(a: ,0 ) 0, 令 


由 
Qi = > (1<i<n), 


则 由 
Mois a) = bn) AC, ,4™ 1), 
可 知行 列 式 |bs[ 大 0. 因此 ，1,4,……,4" 可 以 由 1 
线性 表 出 ， 所 以 ca 是 QC4) 的 一 组 基底 ， 
证 毕 ， 
定义 9. 设 :on 是 QC4) 中 的 代数 整数 ， 若 QC 和 4) 中 


的 任 一 代数 整数 都 可 唯一 地 表示 为 
dD + + Ann (aiel, l<i<m), 


则 称 oj …yon 是 Q( 和 的 一 组 整 底 ， 
定理 19. 在 Q() 的 一 切 由 代数 整数 所 组 成 的 基底 ai， 
0 中 ,使 14a,… ,an) 1 取景 小 值 的 一 组 基底 , 必 是 整 座 ， 
证 明 。 设 1， 使 得 | 


14(0,, On) | = min lA, a), 
Dl pes.poy 


其 中 min 是 对 由 代数 整数 组 成 的 基底 ci，…，*cv 取 的 . 
车 61,…,w, 不 是 整 底 ， 则 必 有 代数 整数 避 ， 
W =.01 + + av, 
其 中 至 少 有 一 个 ai 不 是 有 还 整数 . 设 al 人 FZ， 令 
ar=b+ec, be 0<c<l, 
则 
Wi =0— bo = ta + + an 
也 是 代数 整数 ， 而 且 ol ,oo 也 是 Q(4) 的 一 组 由 整数 
构成 的 基底. 此 时 


[do ,os = 和 do 
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<|Adw,, wan)|， 
这 与 如 1，…on 的 选取 牙 盾 。 所 以 @1，…，ws 必 是 一 组 整 
遍 ， | | 
证 毕 . 
推论 . 整 底 必 是 基底 ， 因 而 含有 2 =[Q(4): q] 个 元 素 . 
害 理 14， 设 D0, 与 多 1 人 …,wn 是 Q(4) 的 两 组 整 
底 ， 则 和 
A sa) = A ,0 ). 
证 明 , 由 于 {@,} 与 {0,} 都 是 整 底 ， 所 以 存在 
aeZ, bieZ (C11,7,k, l<n), 
使 得 


Le La 


因此 ， 行 列 式 之 积 
aisle |br| =1, 
所 以 
al’ = 1b =1. 
由 此 及 《5) 式 得 证 。 
证 毕 ， 


第 二 章 Sie gel 引 理 


这 一 章 主要 叙述 代数 数 的 一 些 基本 性 质 ， 它 们 在 超越 
的 研究 中 经 常用 到 。 

此 外 ， 还 介绍 利用 众所周知 的 Dirichlet 原则 所 得 到 的 
Siegel 引 下 及 其 推广 形式 ， 这 是 在 研究 超越 数理 论 时 的 一 个 
广泛 使 用 的 工具 ， 

最 后 ， 简 单 地 介绍 数 的 Mahler 测度 及 其 基本 性 质 . 


第 一 节 ”代数 数 的 基本 性 质 


定义 1。 对 于 任意 的 多 项 式 
P(x)=bxrttb, a 
ea 
L(P)= | + + 二 | SP) mazlbl 


分 别 为 (3) 的 “长度 ”与 “入 ”.， 
显然 有 
L(PO)<IL(P):L(Q), ACPO)ERP)IRY) 
对 于 任意 的 多 项 式 P(X) 与 Q(X) 成 立 . 
定义 2. 设 代数 次 “的 最 小 多 项 式 是 :- 
P(X)=anX" + +a0, 
则 定义 LCP) 与 有 (CP) 分 别 为 4 的 “长 度 ” L(a) 与 “高 "h(a): 
L(a)=L(P), ha)=A(F). 
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引 理 1， 设 x 满 足 方 程 
4xe+4dixe -1+…+d=0， 


其 中 
, 
A,= Bawl, a (0Si<d,0EI Em, m0), 
了 = 


则 对 于 任意 的 自然 数 7 ， 有 


(4 4 4 


其 中 ， 
A = ah atl MeZ (0xixd-1, 
一 用 
j>1,0<rem), 
而 且 


| A |l<(C2max|Ail)! (0xigd-1, 1>1), 


特别 地 ， 车 a 是 代数 数 ， 则 可 取 m=0， 从 而 4‘ (0 
<i<d-1，ij>1) 都 是 有 理 整 数 . 
证 明 ， 首 先 ， 对 于 了 > 4， 由 a 所 满足 的 方程 得 到 ， 才 
结论 对 于 7 -1 成 立 ， 那 么 
(Aoa)’ =AvalAoa) t= A a (A ett+. 


二 ~ 2 
+ 4 =44(01jiad+ 5 A, 4 1-1) itl 
: f=0 : 


Donnd 


(Aia!— A,m'-? a ‘di) 
be : 

十 己 4 4 一 1) gi+! , 
=0 
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“240 ET Trp Fp RCI PAP ptt ee em AP 


因此 ， 对 于 >d ， 有 (规定 A! "1) =0) 


4 站 = 4 人 三 可- 4 性 生 日 


(2) 
引 理 结论 当 7 sd -1 时 显然 是 成 立 的 , 由 《27 式 并 利 
用 归纳 法 可 证 得 引 理 ， 
证 毕 ， 


引 理 2， 设 oa 是 高 为 kA， 次 数 为 4 的 代数 数 ， 则 当 a0 
时 ， 
" <jal<h +1. 
证 明 . 对 于 任意 的 4>>1， 总 有 [al|<1， 或 |x| 产 1。 
若 |a| 守 4， 设 a 的 最 小 多 项 式 为 


P(x) =aor taxi lt tas, maxla,| =%, 
则 由 
Cocd+eaiae lt+ .+a =0 
得 到 
dont 一 一 人 | -a, 1 i ~aa( 二 )a7!, 
[la Py i + eh 
| la| a = 
4 
ht 
A-1: 
职 4= 有 +t1， 则 
laoal<h+1, lal<h+1=1 


这 与 |e| 宇 证 后 ， 因 此 总 有 |a| hl， 
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由 于 二 (gz0) 也 是 : 企 褒 为 的 代数 数 ， 所 以 


i i 3 


证 毕 ， z a 
定义 2， 设 a 是 代数 数 ， 定 义 @ 的“ 分母” 为. ， 
mKeysimingmi meN， me 是 代数 整数 ) . 
此 外 ， 如 果 a = cias,… ad 是 的 最 小 多 项 式 的 全 
部 零点 ， 则 记 


lal= max|eil, 


并 称 之 为 a 的 模 ， 
引 理 8. 设 “是 < 次 非 零 代数 数 ， 则 
ioglel >-(d-1)loglal- d log m(a). 


证 明 , 设 a 的 最 小 多 项 式 的 全 部 零点 为 4 = CC 
， 由 me 的 定义 可 知 
moar, moss Cd (m=m(a)) 


地 是 代 才 数 。 而 且 滑 同一 个 有 理 素 数 代 娄 访 各 


Xa + Px-l+...+ bs = 


向 多项式 的 要 与 系数 的 关系 可 各“ 

eleed <ielm el<le al mi ge!, 
即 
log|al +dilog m+{d—1)log|al>0., 


证 毕 ， 
引 理 4。 设 “是 4 次 代数 数 ， 高 为 有 巩 = 和 Ca), 则 
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mhs<(2m| ge) 
其 中 fa =maxti,[aD)， 
证 明 . 设 e 的 最 小 多 项 式 为 


二 
P(X) = GeXd 十 CQ1X9e 1 二 ta=ao HH (xX— Qi), 


其 中 a =al， 则 ao4 是 代数 整数 ， 因此 ， 
m=m(a)<]ao| hh, 
此 即 第 一 个 不 等 式 ， 
另 一 方面 ， 由 多 项 式 的 零点 与 系数 的 关系 ， 可 知 
[el 和 eol ci a elao) 20a (0< 4 
《3) 
但 ma 是 代数 整数 ， 故 a 必 满 足 某 个 方程 
QCx) = nr) +t bmx) it + ba =0, 
其 中 5eZ (1<i<d)， 即 a 满足 方程 Ee 
H(X) =mixd + bmi lxd lt t bs=0. 
由 于 P(%) 是 不 可 化 多 项 式 ， 所 以 
P(x)] HCx), 
于 是 
Zuo[md4， [aol em’, 
由 此 及 ( 3 ) 式 推出 : 
h = max|a| <(2m gs), 


证 毕 ， 
第 二 节 Siegel 引 理 


对 于 下 面 的 Dirichlet 原则 ， 大 家 是 熟悉 的 。 
Dirichlet 原 草 :着 将 :个 球 放 入 m( < 个 仍 子 中 ， 
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至 少 有 一 个 盒子 含有 两 个 以 上 的 球 。 
利用 这 一 原则 ， 下 面 研究 某 些 不 定 方程 的 整数 解 ， 
定理 1. (Siegel), 设 
MEN NeN, N>M, 
ae&(1<r< 和 1， 1<i/<N), U= maxla;, | (之 1) 


1 ,1 


则 存在 一 组 非 零 的 有 埋 整 数 卫 ，， “Us Kw, 使 得 


max |xi|<(NU)”™, C4) 
N , 
a Xi=0 (liEM), (5) 
+=1 

证 明 ， 设 


N N. 
P,;= max(0,01), Ni = 之 min{0, a;,), 


你 设 Xi(1 所 ?所 入 ) 是 满足 条 件 


os<x<| Co)™ |] 
的 整数 ， 此 处 [ c ] 家 示 数 c 的 整数 部 分 . 则 


NM 
Af nN 
N' [Cuv) | sw = Da 


<Pr [No "| 
对 于 任意 的 i(1<<i 所 如 ) 成 立 。 这 样 ， 我 们 建立 了 对 应 关系 
CX1, A ED emde i ; #1), 
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其 中 ， 数 组 (x1，,… ,xw ) 的 个 数 为 


~ 


好 


4 =([(xc je +1) >(NU) 
而 数组 (V1 ，… #4) 的 个 数 为 


5< 意 ((P -woD. [CN 和 了 


-上 


咎 MN 
<(NUY 


a 光志 
(CNU)Y=(ND) “<4. 
因此 ， 由 Dirichlet 原则 必 有 两 个 不 同 的 数组 x 人 和 ，… ， 
X40(i=1,2) 对 应 着 同一 数组 (8) ，… yy)， 
邻 : 
xi= x x (<i<N), 
满足 (4 7) 式 、 5) 式 . 
推论 .= 个 变量 的 任意 (> # ) 个 有 理 系 数 的 线性 组 
合 ， 在 有 理 数 域 上 着 线性 相关 的 。 
证 明 ， 设 这 好 个 线性 形式 为 
4, = Dr (1 1m), 
其 中 TweQ (I<iSm，1 志 kn)， 显 然 ， 适 当选 取 整 数 1;， 
可 以 使 
hi Dan Xa ane (1 Sicm, 1<Een), 
| 对 于 任 一 组 整数 2 有 
pa = 六 cn 让 全 镁 cagi， 


Fi 
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由 定理 ! » 存在 不 全 为 零 的 整数 Ys """y y4, 使 得 
D1 ainy? =0 (1 <rEn),. 


因此 


Ty91h, = 0， 


这 就 证 明了 441,4;,…,4o 作 妥 上 的 线性 相关 性 . 
证 毕 ， 
由 此 推论 ， 可 以 给 出 第 一 章 定理 8 的 另 一 证 明 : 
由 引 理 1 可 知 ， 若 代数 数 & 与 8 的 次 数 分 别 为 m 与 7 ， 
那么 对 于 任意 的 自然 数 4 ， 都 成 立 等 式 
Oi Aan lta Cn + +a aeQ, 
| (0&ism—1), 
Bi = baB™ :+ bab" ?+ .+ bs bieQ, 
(0&i<n— 1)., 
因此 ，mn + 1 个 数 (a + 8) (0 和 dm) 都 可 以 表示 为 mt 个 
ti8 《0< < 内 ~1，0 委 ) < 委 2 一 1) 
的 有 理 系 数 的 线性 组 合 . 由 上 述 推论 ， 这 些 线性 组 合 在 Q 上 
是 线性 相关 的 ， 即 存在 有 理 数 99 了 1 yn 使 得 
Torl+ri(atP ttm (a +h" =0. 
可 见 ，(a+B) 是 代数 数 . 同 理 可 以 证 明 ，a -6，a8 以 及 


守 (B 关 0) 是 代数 数 .这 就 是 第 一 章 定 理 ! 的 结论 ， 


鉴于 定理 1 在 超越 数论 研究 中 的 重要 作用 ， 下 面 给 出 它 
的 几 个 推广 ,，， ，， 
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寄 理 2. 设 ,NeN, N>M, elleicEM,lcitEN) 
是 代数 数 域 长 中 的 代数 整数 ， 
UV =max la | (>1), 


出 在 K 中 存在 不 全 为 等 的 代数 整数 *1，…xw， 使 得 


Mf 


max Fi <c(cs NO ， 《6) 
<j< 

N 

pa Xi=0 (1l<iM), (7) 
™} 


其 中 Cc，c;， 是 只 与 K 有 关 的 常数 . 
证 明 . 以 om ，…，on 表 示 愉 的 一 绝 整 底 ， 则 
| ij oh = brim Wa Dipl (lehen) 
对 于 
1<i<M, 1SIEN, 1<k<t 
成 立 ， 由 线性 方程 组 理论 ， 可 以 将 如 1a 用 请 oil 表示 ， 因 
此 ， 存 在 只 与 o:，…，wn* ( 因而 只 与 K 有关 的 常数 cs，: 
便 得 
Binh|<cs max ‘a, |= ca U, 
其 中 1<i 世 MMM，1<i 和 Nli<k<n, 1<hen, 
由 定理 1 ， 存 首 不 全 为 零 的 有 理 整 数 xn(1<7<N, 1 志 
k<<#)， 使 得 


A 
N-M 


marlxit|<(es NU) 
和 


x , 
> Do xi=0, (lShen,1<i<M). 
11 A=1 


?3 


于 其 


NN NN 下 " 
0= Sosg Dnrxnm= 2 DXin 2 bins wh 
了 mm 和 1 y=1k<=1 hel 


hel 
N 和 
= Zar 2 Kin OF 
了 = 1 R=1 
由 此 可 见 ， 由 


N 
Xi = OX Os 《1<J<N) 
=1 


所 定义 的 xz，…，xw 是 代数 整数 ， 而 且 满 足 条 件 (6 ) 与 
《7 ) 式 . 

证 毕 ， 

下 面 ， 要 用 到 代数 中 的 “嵌入 ”概念 ， 对 此 不 太 熟 悉 的 
读者 ， 可 参阅 有 关 教 程 ， 例 如 B.L.Van der Waerden 的 
《 Algebra(I) 》( 有 中 译本 ) 或 5.Lang 的 《 Algebra》. 

定理 3， 设 人 =Q(la) 是 代数 数 域 ，d =[K:Q],N, MeN， 
bl<i<N,， 1<j 安 以 ) 是 K 中 的 代数 整数 且 不 全 为 堆 ， 以 
ci， ou 表示 长 到 C 的 嵌入 . 若 N 守 24 了 以, 则 方程 组 


Sb, x -=0 (1<j<M) (8 ) 
= 1 


有 不 全 为 零 的 有 理 整 数 解 *x: ，…，xzw*， 使 得 


max|xi| v2 N( max I (max a 


jx kel \1 <N 


9) 
证 明 . Ol 3 O, 表 未 K 到 R 的 垦 人 和 人， 以 Oris 
oryseifi<si<35) 表 示 其 余 的 对 共 斩 的 嵌入 ,于 是 7+25=0， 
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7ri=Oiy (l<i<?), 
7 二 有 Or TY = mortis 《1 和: 所 s), 
其 中 Rez 与 fmz 分 别 表示 复数 z 的 实 部 与 忆 部 . 

又 记 


1 
三 
4=[、 5 Coa H maxlox(6,) [) 3 ds 


其 中 [x 表示 数 x 的 整数 部 分 ， 由 于 ,都 是 代数 整数 且 不 全 
为 零 ， 所 以 显然 A 之 1， 
对 于 任意 固定 的 5， 7 (< kd ,1 ji eM), 记 


ye ra Xi)s ya 


则 对 于 等 一 组 有 理 整 数 x; ，…，xw， 有 一 组 确定 的 {y,} 值 
与 之 对 应 ，( 1<k<d，1<j 忆 用)。 显然 ， 这 种 {x1} 数组 的 
个 数 是 (4+ 1Jn 个 ， 而 与 之 对 应 的 每 一 个 9 值 ， 落 在 一 个 
长 度 不 超过 | 
| [fCBbii)| ， 

的 区 间 中 。 记 

L=AC4+1)， 
由 六 六 2M4 可 知 

Lid (At1) Mi A+1), 
因此 ， 由 Dirichlet 原则 可 知 ， 至 少 有 两 组 不 同 的 xf 人 ， 


ws TE (1= 1,2), 使 得 


NN 和 RN I 
(人 0 


<maxlrkboDis (10) 


令 


t=x x (SigN), 


则 *:，…，xw 不 同时 为 零 ， 丝 满足 (9 ) 式 . 下 而 ， 证 明 


宅 们 也 满足 (8 ) 中 的 方程 ， 
由 (10) Ry 对 于 ; =1,2,…, 放 ,有 


[oC bd) maiolh ) MA, eker 
pa di 2 和 .和 9 
以 及 8 
N Ny Ee 
(oT (| 


2 


<(max(Reo(b + max(Lou(bDD9( NE 
1s1SN 


<2max {oCb,) {s ( 半 ) » ?+1ighiegr+s, 
1 1 <N 


因此 ， 对 7 = 了 2 对 ,有 


d Nv ad 
(ITo(C DG) SVE I max|o,(b,)| 
Rl fml mi iN 


Cw) 


a 
&€ 


-40) 1. | 
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全 


由 于 加 bjx, 是 代数 整数 ， 荐 它 不 为 零 ， 则 上 式 左 端 应 该 大 
于 或 等 于 1， 这样 必 有 四 
ba ji 0 


对 于 j=1,2，…, 性 拨 立 ， 此 即 《 8) 式 中 的 方程 ， 
证 毕 。 
用 同样 的 方法 ， 可 以 证 明 下 面 的 定理 。， 
定理 4。 设 K 是 代数 数 域 ，4 =[K:Q], 又 设 (isi< 
N，1< j <M) 是 K 中 的 一 组 不 全 为 办 的 代数 整数 ， 


max laisl<4, 
营 NN >4dMW， 则 存在 不 全 为 零 的 有 理 整 数 x ,…, xw, 使 得 


让 


,Ax [和 (ww2N4) 

~N 

名 044 =0, (ll<iSM), 
证 明 。( 路 》 


第 三 节 ”Mahler 测 度 : 


定义 4， 对 于 多 项 式 
PX)=co tertter, cieC(O<ism， 


M(P) =exp( | logiP(emit) i dt) 
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为 P(x) 的 Mahler 测 度 ， 车 P(x)=0 : 则 规定 到 (0) = =0, 
车 a 是 代数 数 ，P(Cx) 是 它 的 最 小 多 项 式 ， 则 规定 i 
M(lo) = M(P) 
是 a 的 Mahlier 测度 ， 
由 上 述 定义 ， 容 易 得 到 Mahler 测度 的 一 些 简单 性 质 ， 
性 质 I . 落 PK(z) 关 0， 则 以 (P)>0， 
性 质 工 .对 于 多 项 式 Pi(z) 与 Pakz， 有 
时 PP)=MPDMNCP:)， 


性 贞 量 ， 
Ga- Ey 
则 
~ M(PY= el i 
证 明 , 不 项 假定 ， 
0<| 上 < 委 上 | 入 … lvlsl<l8n 
Slen!., i 
由 Jesen 公式 得 到 i 
1 WY 
{logtPCe™d a = togl PC) + Hiog 
二 togicoexwy En) | = iogtle,o | 
“I mexC1,18:1)), eg) 
由 此 其 可 得 证 ，。 
证 毕 ， z 
由 性 质 丰 立即 推出 下 而 的 绪论， 
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推论 . 若 “是 4 次 代数 数 ， 则 
Ma) = laol: HL max(t, Leil), 


其 中 a, 是 a 的 最 小 多 项 式 的 首 项 系数 ，a = 01,0，,… ,0s 是 
& 的 最 小 多 项 式 的 全 部 零点 ， A 
引 理 5, 设 复 系 数 多 项 式 
P(X) = co0X" + eX ltt 
的 根 为 后 …,。 满足 ( 12 ) 式 , 则 对 于 任意 的 
和 < 和 < 


8 
| co Eb, {SEM(P), Le 《14) 
以 及 
对 (P)< jcol+lcl+…+rjcol (15) 
[el <eM(P). (C16) 
证 明 . 由 于 
{Plessi) [和 |col + + le), 


所 以 (15 ) 式 是 显然 的 . 
由 ( 13 ) 与 (12) 式 得 到 
[co i E, [SleoEnt En| = M(P), 
此 即 (14) 式 ， 
由 多 项 式 的 系数 与 堆 点 的 关 系 , 并 利用 (14 ) 式 可 得 
(16 ) 式 . 
定理 §，, 设 了 1,(X), 卫 《XxX)， ,了 PX) 分 别 为 1 2 


次 多 项 式 ，P(*) = 开 Pi(*)， nn+…+m， 则 
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HL(CP)<2L(P), 


I HP) eHCP), 
证 明 ， 对 于 任意 的 多 项 式 -g(*?)=boxr+…+ 刀 利用 
( 16 ) 式 及 明显 的 不 等 式 c.<2"! (0<in,nz>1), 得 到 
log( [ba {+ + |b|) log 2" 


: 
+ (loglsCe%)1de, C17) 


logH(8) <log2"-! + | loglsCe’t)1de. 
(C18) 


不 妨 设 t>2, n>2. 
由 《 17 ) 式 得 到 
SlogL(P) < Dlog 2 
+ loupe 
(faeglplenola 
[LL(P) 2 人 人 
&2"L(P). 
由 《18 ) 式 得 到 


i : 


和 和 Mh. 
DiogH(P) < Blog2"! 


1 是 
+ | Blogl Pe) la, 
0 


Ha (PO)S<2 LP) (n+1)2" 2H(P) 


可 <eH(P). 
”证 毕 ， 


第 三 章 “Liouville 定理 


Liouville 在 1844 年 指出 ， 和 代数 数 不 能 用 有 理 数 “很 好 
地 ?” 逼近， 这 是 一 个 很 有 价值 的 工作 ， 因 为 它 首 次 具体 地 指 
明了 超越 数 的 存在 ， 

此 后 ，Cantor 引进 “可 数 性 ”概念 ， 从 而 得 出 “几乎 
所 有 复数 是 超越 数 ” 的 结论 . 我 们 知道 ，Liouville 数 所 构 
成 的 集合 调度 为 零 ， 因 此 ，Cantor 结 论 是 十 分 重要 的 、 

本 章 将 叙述 Liouvilie 定 理 及 其 推广 形式 . 


第 一 节 ”Liouvilte 定理 


定义 !， 凡 非 代 数 数 ， 称 为 超越 数 。 
定理 1， 超越 数 是 存在 的 . 
证 明 。 全体 代 数 数 构成 的 集合 A 可 表示 为 


A = | 五。 


ml Au=l 


其 中 ,,; 表示 所 有 次 数 为 xn 、 高 为 h 的 不 可 化 整 系数 多 项 
式 的 零点 所 构成 的 集合 .显然 Ex 是 一 个 有 限 集 合 ， 所 以 
A 是 一 个 可 数 集合 . 

男 一 方面 ， 全 体 复 数 的 集合 是 不 可 数 集合 ， 所 以 全 体 超 
越 数 的 集合 必 是 不 可 数 的 ， 而 且 对 于 空间 六 ”中 的 任 一 可 测 
集 E， 以 ,表示 上 中 的 全 体 超越 数 所 组 成 的 集合 ， 则 


34 


人 = mE, 
此 处 m 表示 集 吾 的 Le besgue 测 度 ， 
定理 2 (Liouvilie), 设 a 是 d 次 代数 数 ， 则 存在 常数 
¢ = cf(a)>0, 使 得 
| 忆 -立信 人 


对 于 任何 整数 对 如 ,29《2 这 0) 成 立 ， 
证 明 . 设 a 的 最 小 多 项 式 是 P(x). 显然 ， 不 妨 假定 ax 是 


实数 ， 而 且 la - 立 |<1. 
由 P(ta) =0 及 微分 学 中 值 定理 ， 得 到 
i pr .wt,, ?Fp 
Pa) ~ P(E) a -$)P'(E), 


其 中 是 介 于 0 与 二 g 之 间 的 数 ， 因而 


-al<il, ll<|al+1. 
以 让 表示 1P/'(x) | 在 区 间 [ 一 |a| 一 1， el + 中 的 最 大 
值 ， 那 么 ， 由 上 面 的 论述 可 以 推出 


jo - 章 D>1PCe)1>a 


其 中 d 是 P(x) 的 次 数 、 这 就 是 所 需要 的 结论 ， 
证 毕 . 
由 定理 2 立即 得 到 下 面 的 推论 . 


推论 。 设 a 是 实数 引 关 存在 {2s CR, 人) CQ， 
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+ coygn22(02421)， 使 得 


0< | (2) 


对 于 2 兰 1 成 立 ， 则 a 必 是 超越 数 . 
具有 人 性质 《 2 ) 的 数 ， 称 为 Liouville 数 ， 例 如 


ge | 
2 ni 
就 是 Liouville 数 ， 二 令 

bre gr=2"1, ~ (n>1), 
则 


0<8- 人 = ++) 


rmati 
-oe 


由 上 述 证 明 过 程 容易 置 出 ， 对 于 任意 自然 数 4>1， 


是 超越 数 ， 四 

Lieuyville 定理 的 结果 被 以 后 的 许多 数学 家 做 了 改进 . 
1955 年 Roth 证 明了 不 等 式 ( 1 ) 右 方 47! 的 宪 次 4 可 以 改 
为 与 a 无 关 的 任意 大 于 2 的 常数 . 即 对 于 任意 固定 的 <>2， 
如 果 是 代数 无 理 数 ， 那 么 不 等 式 . 


Ia -Fl<a 


3€ 


只 能 有 有 限 多 个 有 理 数 解 过 (go>0,(z, 切 =1) 1 、 


注意 ， 着 <<<2， 那 么 上 ' 述 结论 不 成 立 . 事实 上 ， 由 过 
分 数理 论 知道 ， 对 于 任意 的 无 亚 数 mc《 不 论 是 否 代数 数 》， 
不 等 式 


一 地 |< 走 ，4>0，(p,9) =1 


总 有 先 穷 多 组 解 (p,9). 

另 一 方面 ,无 论 Roth 定理 还 是 Liouville 站 训 册 光 
件 ， 都 仅 是 判定 超越 数 的 充分 条 件 ， 而 非 必要 条 件 . 事实 上 ， 
使 用 Lebesgue 测度 , 则 几乎 所 有 的 超越 数 不 是 Liouville 
数 ， 也 无 法 用 定理 1 判定 . 


第 二 节 Liouville 定理 的 推广 


定理 2 可 视 为 一 次 式 7 | 
P(x} =gx+p 
在 点 *= & 的 信和 的 下 界 估 计 . 下 面 给 出 它 的 几 个 撞 产 . 
定理 3， 设 a 是 i 次 代数 数 ， 又 设 
g(x) = bx"i+ bhaix™ 十 十 站 
是 有 音 整 系数 多 项 式 并 昌 . - 
L(g) =1br]l + + bl, 
则 当 gC a ) 头 0 时 ， 必 有 
lato) |: 之 ui a Sr FT， 
其 中 上 (1 
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去 ， 当 x 红 R:  ， 
1 ， 当 zeR . 
证 明 ， 设 4 的 最 小 多 项 式 是 
人 
则 
L{a) = laol + “+ |a,l, 
由 于 f(x) 是 不 可 化 多 项 式 ， 所 以 车 C0 则 多 项 式 g(x) 
与 世纪 没有 非常 数 的 公 因 了 于， 因此 ， 对 于 f(x) 的 零点 a = 
Ciyaayricny =Y 
‘g(a;) G0, Gen 
所 以 ，f(X) 与 g(*) 的 结 式 R = Res(f,8)#0,| FR |>1. 
另 一 方面 ， 由 结 式 的 定义 可 知 ， 和 


R=arg(o1)'" ale), 


于 是 
lasg(ai)' g(a) l=>1, a 《3) 
十 gai) 上 = 15, + +b lLlg)max(t, lal)”, 
Se ~ €4) 
下 面 分 两 种 情形 讨论 ， 


《 4》。 aeR. 此 时 ， 让 (3) 式 与 (4) 式 得 到 
ieleolg(olC(e ) Hex, ll) 
GI a ED 
lol Tmax eh)", 《5) 
36. 


由 第 二 章 引 理 5 ,得 到 | 
lglo) le (He))™ “max(1, al) 0 之 1， 
此 即 当 吧 三 1 时 的 结论 ， 
(C2). aZFER 设 &@ =4+inx， 则 =-in 也 是 f(x》 
的 零点 ， 设 为 a :， 此 时 代替 《5 ) 式 我 们 得 到 
[<lal". leta) 18(G) (ES8)7 


:站 max(blaD"=ls(OP CD) 


max(l,lal)-:“( aol JE max(lyial))". 


由 此 及 第 二 章 引 理 5 即 可 得 到 当 镍 = 去 时 的 结论 , 

证 毕 。 

注 . 由 定理 3 的 证 明 可 见 ， 站 (与 5(o) 是 任意 复 系数 
项 式 ，w% 是 轧 z) 的 零点 ， 则 


max(K1,|w|)= 


le(91> 70 tC Re Ol, z 


其 中 有 Res 六 8) 是 1x) 与 g(x) 的 结 式 , 0 = 时 CDE 
则 当 gER 时 ， 可 取 %= 吉 ， a 

做 为 定理 3 的 一 个 应 用 ， 下 面 证 明 一 个 关 于 缺 项 级 数 所 
定义 的 函数 值 的 定理 ， - 

设 


1 加- 号 as 
在 |z| <R(>b) 中 收 化 ， 涛 有 自然 数列 fr 与 foj， 使 得 
， ,Sn 
Sa oo, | 1 on 六 = co， 


yd 


0 = 3 TT 和 
而 且 可 Re 
ah=0， (mekes, n=l, 2 30 ), | 
“a0 0 #0 《nl 2 $e), 


则 称 f(x) = 人 
Ls a = 3 Qh2*, 


则 
f(x) = Ps), 
以 下 将 使 用 这 一 记 法 . 


ep 设 
.Ds 加 a 


是 缺 项 级 数 ， 收 伍 半 径 为 1， 又 设 a,《f>0) 是 有 理 整 数 ， 那 
么 ， 对 于 任何 代数 数 a(1a| 过 1)，f(q) 为 代数 数 的 充分 必要 
条 件 是 ， 存在 只 与 a 有 关 的 数 N = N (a)， KS : 
Pla)=0 (nN). | 
` 证明、 充分 性 是 显然 的 ， 下 证 必要 性 ” 
证 a 悬 好 次 代数 数 ， 其 最 小 多 项 式 为 4(x) ,而且 


B=f(0)= 包 anar = Er. (a), 
其 中 8 是 d 次 代数 数 , 它 的 最 小 多 项 式 前 全 部 零点 为 =p,， 
Bs，…'，P4， 并 且 记 它 的 分 母 为 m =m(86)， z 
下 面 ， 以 c1，cs，… 表 示 仅 与 a，B 有 关 的 常数 ， 
838 


由 于 f(z)= 训 加 ot 的 收 全 半径 为 1， lal<1, 


所 以 必 有 常数 ed 使 得 
[cigl<1, 
lasl Scere (£0) 。 


- 


Fn a 
pni(2)= -Pit Da, (i=1,2,*.,4), 


p72) = me Lp) 
Wp, Ga d 次 有 理 束 系数 多 项 式 ， 而 县 
| LO ml Lp, )<m HIBl+ Ela) 


mi(cy eci ) ce cre d 


由 此 并 利用 定理 3 得 到 ， 沙包 Co] 地 0，… 则 必 
[pa1>(LCGpDDMrILC7 7 四 
>((e cid LO Yipe, "ed . 
《8 


EE 


易 一 方面 , 由  . 
[pe = | Dol scie le 
[po) |=1-Bi+ Bale 


得 出 
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bo) | me cajciel "ec Se "(co>0). 


当 n 充分 大 时 ， ee 所 以 ， 人 
当 n 宕 No 时 必 有 

ps(a) =0, 
3 


和 uit Ba 
于 是 


P(e) - Qa 一 Boas,, Bi, nH 
四 人 
以 6 表示 诸 B81，… ,8, 之 间 的 最 小 距离， 那么 上 式 推出 ， 
如 果 不 存 在 7 之 26 使 得 4o71 = iv(n>2)， 则 
[Pla)|>86,(n2>n,) 
但 由 于 je) 收效， 故 ， 
limP,(a) =0, 


因此 必 存 在 :>>"。， 使 得 
P,(a) =0.: (nn) 
:证 毕 
定理 5， 设 代数 数 mi (1<;i< 生 z) 的 次 数 与 高 分 别 为 -di 与 
h;, K =Q《a，，… an) 是 4 次 代数 数 域 ， 你 设 
P(xas xX,) = bb B20 9 i sn" 


是 有 理 整 系数 多 项 式 且 


max|p(l!, si) | <B(>0), 
te 


了 


则 当 上 (al ,es) 关 0 时 ， 有 


|Plas se, 0) |>(B LI (N;+1) et 


Ni 
"Hd th ) " 
证 明 。 设 
Rio fi 0 


是 a 在 KK 上 的 共 办 数 ， 则 P(acl…yev) 在 K 上 的 范 数 
0 Hirce, a 


可 | Na 上 
= HC Bp, ,ie ve 
1 i i 9 


(8 > 


是 有 再 数 ;由 第 一 章 定理 16 知 道 ，ci ,ceis 由 了 组 ai 的 共 
Ss 因此 ，w; 的 每 ~ 个 共 罗 数 在 ( 8 ) 中 的 塞 次 数 不 
超过 N， 1 ， 从 而 车 以 Qi 表示 a, 的 最 小 多 项 式 的 首 项 系数 ， 
则 由 第 一 章 定理 10 可 知 

.aN 


一 入 可 
M. 1Ia; i 
Le 


是 代数 整数 ， 因 而 必 是 有 理 整 数 。 这 样 ， 如 果 P (aj,'',@r 》 
关 0， 则 必 有 有 C 不 奶 设 人 | 站 ) 
。 NN. 
[IM lle,’' 1]>1, 
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a (9) 
IMI> Ha ' g , 
另 一 方面 ， 对 于 了 = 1 0 ds 有 
[Caiy oan) B LN, 四 了 


i, oy 
以 及 
十 人 -1 
TIPCesi aa 人 (了 IT (N; +1)) 


” 角 d 
“ IL 


f=t j=1 


max(l, |aij;l)™;, | (C10)» 


对 每 一 个 1， 将 gi1，“…，0s 分 盛世 组 ， 并 利 甫 第 二 章 引 理 
5, .得 到 
4 FN 
二 max ley) 
代入 (10) 式 ， 推出 
Pe BN) 
j=2 | 
有 £N' . 
站 (G:C +1)) . “ 
而 具 及 《8 ) 式 ，(.9 ) 式 可 推出 , 当 P(o,，…，%n ) 夫 0 时 
则 有 
[Psa)) = MI Pa 
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避 =~d+1 -J 
>(BHN+1)) (hi+1))  ， 
证 毕 ， 
利用 定理 5 可 给 出 Siegel 引 理 的 一 个 更 为 一 般 的 推广 ， 
为 此 需要 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 1 . 设 有 Xl’ Ns 的 ?7 个 线性 形式 


= 之 a (1 所 47), 
po 


其 中 s >2r，wineC， 币 且 存在 常数 M， 使 得 

laal<M, (le<i<r, 1 <uKs), 
则 对 任 窟 的 自然 数 C， 存 在 不 全 为 等 的 有 到 峙 数 ! 3” 
使 得 


[nl<C Gcnes), FE ， - 《11) 
pA ele) 《127 


证 明 。(i)。 假定 所 有 的 oC TS 1) 汪 生 
实数 ， 则 对 于 每 一 个 整数 组 
(X41, Xs) 0&x, EC (a, 
都 有 一 个 确定 的 值 与 之 对 上 应， 而 有 8 


C Bminl, a jh Bmax(0,0,), 
即 入 在 一 个 长 度 不 超过 CsM 的 区 辣 内 ， 取 自然 数 +， 使 得 
(C+1) 语 -1<n<(C+1) 二 ， 
则 由 m< (C+1)" 及 Dirichlet 原则 可 知 ， 至 少 有 两 组 不 相 
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问 的 《x4 7，…，x(11) (i= 和 区 ， 与 它们 对 应 的 上 ， 值 满足 
不 等 式 


| [| 二 一 MC 


SsMCCC ee 41) -1 


对 于 1 <4< 7 成立。 今 


则 za:，…9 满足 (117 与 (12) 式 . 
《ii) 假定 诸 cu 不 全 为 实数 几时 以 pi 与 qu 分 别 表 
示 cu 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 ， 则 
[pl <M, |al<M, (<Aer,1<pes), 
从 而 利用 ( i ) 可 知 存在 不 全 为 零 的 有 再 整数 91，… ye， | 
<C (SuSEs), 使 得 \ 


1- 


i 
| put, <sM C s (lAE7), 
[bd ， 
xz i ee 
[Ols<sMC (1<<A<7), 
a 。 


从 而 
| Dat = | Dp Yt Dau 


1-_4. 
2r 


VMC ,， 


4 


证 毕 . 
定理 6. 设 


N NN, | . 
Pus(x ; Xn) = > Se 之 booti 19°"" sin) 
i 1 让 
1 ; 
x ra" (1ShSr, 1 SHEs) 


是 有 理 辊 系数 多 项 式 ， 旦 
polis tn) | SB,(l<isr, leuEs, 
Oi Nj,1<i1An), 


又 设 ai 是 次 数 为 4d,， 高 为 fh 的 代数 数 ( 1<i<n), K =Q 
(alsor ) 5 d =[KrQ], 则 当 s >27d 时 ， 存在 不 全 为 
零 的 有 理 整 数 y ,*… ,4,， 使 得 


Dy yb a aa) = 0, (1&4<7), 
和 而且 | . 
z i lsC, (1<pes), 
其 中 5 满足 不 等 式 


.td 


C >vV3(Bs CN, D)H(G, ey 


LN Ee 
(hd +1)) ). (13 ) 
证明。 由 [ei| <h;+1 得 到 


| Pyle, oa |< 直 (N, +1 7) 呈 。 HG RY 


竹 


L(x, i xX,) i Dx ‘0 ) 9 


则 由 引 理 1 可 知 ， 存在 不 全 六 等 的 有 理 整数 9 3， 其 绝 
对 值 不 超过 C， 而 且 


hy gEsH Nit1) :3 


z “II Ch, + D™C™, (<1er), 
由 上 式 及 (13) 式 可 推出 


h(i yn) | < (BCH ON, Ye 


__AN 
“HERD, C4) 


另 一 方面 ，hi(#1,… ,84) 是 关于 cl，…a 的 有 理 整 系数 
多 项 式 ， 它 关于 ci 的 次 数 不 超 过 Ni， 而 且 系数 的 绝对 值 不 
超过 BsC， 那 么 比较 《14 ) 式 与 定理 5 的 结论 即 可 得 到 
hy Y)=0, (1<1i<7), 


第 三 节 代数 数 用 代数 数 的 站 近 


ep i 定理 的 男 一 类 形式 的 推广 ， 即 用 代 
数 数 对 代数 数 的 避 近 ， 为 此 首先 研究 关于 对 称 函 数 的 几 个 等 
城 下 
” ”下 理 2， 对 于 任意 的 整数 六 之 0， 以 ou(xi， …， 知 ) 表 示 
关于 x1,…,Xp 的 m 阶 初等 对 称 浮 数 ， 则 ~ 
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oz (| 
sixX 1 《15 7 
办 一 上 攻 a i 
op Xo) = 2D 1) Xo 


es (16) 
证 明 . 由 
0 
一 X%a On(CYnT2 Xp 《17 ) 
及 数学 归纳 法 ， 即 可 得 到 《15 ) 式 . 
又 由 
Kai Xi) Kn 一 Xirz) (xl 一 0 


得 到 


. sp-nf 
. >( ~ 1)i Xr OCXnt 19°°” ,Xp) = 0 


Th、 


p= 
总 人 —1)i+!xrt Oi(Xnrys Xo) = 0, 


pon a 
OCXnr2, te ,Xp) 本 总 人 Wy Xn 


“TKaT 1 X), 
上 式 即 是 m = 0 时 的 《 16 》 式 ,由 此 利用 《17 ) 式 及 归纳 法 可 
得 (16) 式 . 
证 毕 . 
引 理 3 。 设 2 | 
P(x)=ao(x a) (x— a) = Ax t+. + GreCLx], 


《7 


则 对 于 任意 的 m = 0,1,…，b 一 1, 有 下 面 的 不 等 式 ， 
(Ci), laoonlesss a) | SL Pmaxkl, (esl) 


{m+1)L(P)maxt!l, 

ee Ee ja 上， 当 |[as| <1l， 

(1i). RAC (p—-m-1)L(P)max(!, 
a lo 当 |a,| 


(iii), 若 ia,1(1i 和 3) 中 至 多 有 一 个 次 于 1， 则 
(m + 2 (m+ 1 LCP)Y 


1aascuw(as， "09) | 
: I max(1, lal) ， 


否则 
ac 1D)(p—m—2)L(P) 
2 lmaxCl, lel) 


jeacu(as…， op) | < 


证 明 , (i)。 当 |ay| 所 1(>1) 时 ， 由 (15)( (16) ) 式 及 


2 


gr ‘102)= | 

由 (i) 及 (15)、(16) 式 ， 可 得 结论 (ii) . 

车 ja;|(1 i<3) 中 至 多 有 一 个 大 于 1 ， 不 妨 设 jc:| 拓 
1，lasis1， 则 由 (15) 式 (2 = 2) 及 结论 (ii) 可 得 结论 
(iii ) 的 第 一 个 不 等 式 . 将 则 ， 由 结论 ( 有 
可 得 (iii ) 的 另 一 个 不 等 式 ， 

证 毕 . 

引 理 4、 设 cas 是 P(X)=46XY?+ 二 4。 的 零点 ， 
则 对 于 任意 的 复数 8 及 n =0,1,2， i 有 

ak8 一 aol) 人 一 Co) 


148 


< CIP)maaz(l180D 生 " 贡 max(l,1ei1)- 


”证 明 .、 令 P(X)=a (X01) (Xa) (n=0,1,2, 
3), 则 加 
|P,(8) | LC(P,)max(t, 18281726"， 
由 此 及 引 理 3， 并 利用 不 等 式 
L(P,)<|a,l* owe mon| 
即 可 得 证 ， 
定理 7. 设 a 与 6 分别 是 m 与 4 次 代数 数 ，P(x) 与 Q(x) 
分 别 是 它们 的 最 小 多 项 式 ， 和 而且 P(B)A0,0(4) #0, 则 
max(1,|al)max(l, |81) 
Ta-Bl>iin Cn TO 
其 中 o= 1 , 若 a,， 8 中 有 一 个 不 是 实数 ， 则 可 取 w= 去 
证 明 . 设 
P(x)=a0(x~ a) (x -a ) (x gn), 


内 
PB)=(B-a)ra(B-as) 8-ao)。 (18) 
由 定理 3， ee . a 
PO 
和 而 由 引 理 4《 n = 1 》， 可 得 时 
lastB~ as) -0o) EmL(P) martl, 1P1) ™™ 
nel 


由 以 上 三 式 得 到 
¥3 


jp ls max(l,lal)max(1,181) 
8-al> nt O TE)Y 


如 果 从 考察 0(x) 出 发 ， 则 可 得 到 相应 的 不 等 式 ， 于 是 
得 到 @=1 时 的 结论 ， 
现在 ， 设 4 与 8 中 至 少 有 一 个 不 是 实数 . 


设 B 锋 RR. 由 定理 3， 
|P(B)| Dl ( 20) 
(L(O))E" UPN 
由 此 及 引 理 4 《4#=1) 以 及 (C18) 式 ， 推 出 
lS evn le Cais 


m(L(CP))E" CLCO) )t" 


车 peR， 则 a 儿 FR， 此 时 了 (a) =0. 不 妨 设 2: = &， 于 是 
P(B)= (8- a) (8 -a)a (Ba )(B— an). 
C22) 
由 引 理 4 (n= 2)， 可 知 
[lasB -as)(B- on)| ECLP)max(l, 181"-*) 
max(l, ixl)”， 
由 此 及 《 19 ) 式 与 《 22 ) 式 ， 仍 可 得 到 ( 21 ) 式 ， 
如 果 改 为 考察 Q(X), 则 可 得 到 与 (21) 式 相应 的 不 等 式 ， 
于 是 得 到 ow = 去 时 的 结论 ， 
证 毕 ， 
- 福 1、 利 用 关于 定理 3 的 注 ， 用 上 面 的 方法 可 以 证 明 ， 
设 P(X) 与 Qx) 分 别 是 让 次 复 系 数 多 项 式 ，P(c) = 
Q(8) =0， 则 国 
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Oe et TN FH TA mm 


01 i 
其 中 %=1。 但 若 P(x)eR[x]，QCx) eR [xIJ 旦 & 与 6 中 至 少 
有 一 个 不 是 实数 ， 则 可 取 w = 去 ， 
注 2. 关于 代 数 数 用 代数 数 的 允 近 ， 又 有 下 面 的 定理 . 
定理 8。 设 a 是 次 数 > 1 的 代数 数 ，reN, se>>0， 则 只 有 
有 限 多 个 次 数 不 超 过 *# 的 代数 数 8 ， 使 得 


1 
ne 
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第 四 童 Lindemann- Weierstrass 
定理 
在 本章 中 ， 主 要 研究 线性 形式 

A) | 


即 所 谓 渐 近 式 ,Hermite 首先 研究 了 这 一 线性 形式 . 他 的 研 
究 被 进一步 加 深 并 用 于 超越 数 的 研究 ， 得 到 一 系列 很 好 的 结 
时， 

作为 Hermite 方法 的 应 用 ,我 们 证 明了 e 与 xz 的 超越 性 ， 
并 且 证 明了 Lindemann 一 Weierstrass 定理 ， 此 外 还 研究 
了 数 e。 用 有 理 数 至 近 的 程度 ， 


第 一 他 ” 数 e 的 有 理 双 近 
在 数学 分 析 中 已 经 证 明 ， 


是 无 理 数 ， 下 面 考察 数 “ 用 有 理 数 下 近 所 能 达到 的 精确 度 ， 
考虑 二 元 函数 


F(x,#) = 3 et ( y"(y— 3) ) | 


minl 
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容易 算出 


二 ca DY 
FO,0) = Trt Cr -全 二 


(m+rn- kl 
F(X,1) = pH EC 
舱 地 下 


号 (Cm 十 n Ee £)1 a 


P(x)= CC 二 

| = Se Ch Xm, I (C1 ) 
下 于 i 人 
Q(x) = (mm 十 人 1 1) = 


hl CAChs er "ti, J 


则 P(x) 与 Q(x) 部 是 整 系数 多 项 式 ， 而 且 它们 的 系 数 可 以 分 
别 被 m! 与 a1 整除 . 
由 分 部 积分 容易 得 到 
f (8 一 1" edy= F(x, 0)— F(x,1)e”™, 


min! 
因此 ， 车 令 


. R(X) = (m+ nm) Xm te” EH edy, 
则 立 数 a 

R(X) = P(x)e* — Q(X) ， (3) 
在 x*=0 有 m+%+ 1 阶 零 点 . , 
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定理 1 对 于 任意 给 定 的 正 数 e， 存 在 常数 C ， 使 得 对 于 
任意 的 有 理 数 了 (4>0,,46 Z)， 
有 

[eZ Il> 


i » qd 宕 CC. 


证 明 在 (1 ) 式 与 ( 2 ) 式 中 分 别 取 
m=7—1, n=7 与 “m=r, n=7?-1, 
设 相 应 地 得 到 印 数 ,x)， Q(x), R(X) 与 P, (x), 0: (x*), 
R,《x)， 即 | 


r=-l 
Pi(#)= CL) CE! Ch weet, 
Lr-i 
Q(X) = 之 2 
R(x) = Co- nren | Po 人 
es 号 tl( ~ Di-1CI C re La 
出 Fr 一 上 
Q(x) = > KTC A 
er" 
1 
R(X) Ci- MX2res | ws- 1)" edy ， 
由 ( 3 ) 式 ， 


P(x)e*— Q(x) = R(X), 
P(X)e*~ Q(x)= R(X), 
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其 中 Ri(z) 与 Ri(z) 在 Y= 0 都 有 27 阶 零点 ， 因 此 ， 对 于 函数 
PICX) Q(x) P(x) -R(X 


P(x) OQ,(x) | es ~ R(x) | 

由 第 一 个 行列 式 ， 它 在 *= 0 的 零点 的 阶 不 大 于 2r， 而 由 第 二 

个 行列 式 ， 它 在 *= 0 的 零点 的 阶 不 小 于 27， 因 此 必 是 
DPKx)=4Axz2sr (1 关 0) ， 


于 是 
D(1)= 


$ 


PP bo 

P,(1) Q,(1i) 

从 而 对 于 任意 有 理 数 二， 行列 式 
PP Q1(1) | > Q,(1) 


a 加 9 »p 
中 至 少 有 一 个 不 为 零 ， 否 则 就 要 得 出 DL1) = 0 的 和 矛盾， 设 这 
个 不 为 零 的 行列 式 对 应 着 Po(x),Qo(x)，R。 (x)， 令 


wa 


___ P(x) ,x) 
P(x) = (r—1)! 入 Os tr Di 


_ Rl 
RW = 


则 PCx)，Q(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 而 且 
Plx)e*-Q() = RO z 
PQ) QU)  ， ee 
= 1?P(1) ~ 4001)1 >1. 
g 
C4) 


rm 
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P(1)e -0Q(1) = R(1) 
合 ,推出 


0() -PO)E= P(Dd- RO), 


A te -POD E+ RC))| 


> 410- -ppP()| -alRODD, 
利用 ( 4 ) 式 得 到 


: : 
ldl> pT ~ IR(D)). (C5) 
由 了 (x) 的 定义 ， 
IPOD 1S TY ymax( 号 人 


ki Cr a ) 


< (人 (27 一 1)1 C2 -Ca 


1 Sr- 
< D2 ,Ch 


< 二 《27 一 1 

ry 

由 不 等 式 

max 人 riGt-Dr HD SA DD) 
安全 人 1)，0 安 上 1 


及 R(x) 的 定义 ， 得 到 


4427 一 lr a2 { 6 》 


Ce 
|R(1) | 他 二 Ti Csr-l 本 
1 ozr-1。 (rmt) -~-_ 2e 
Ss CE DT 
由 此 及 (5)、(6) 式 ， 得 到 


对 于 任 定 的 s>> 0 ， 选 取 r 使 得 
8 7T1 委 lte<820rti) (rr +1)1, (8 ) 
I 
(2r— 1)log8 + (r+#)logr -r+o(1)<(1 t+e)logg 


(27 +1)log8+ (r+ )logr -7r+o(1), 


: loga 
r~(l+e) [ol ‘9) 


由 此 及 8 ) 式 可 知 


“2c = ， 2cd rG + < -82r+1 = 


Eee 
(7—1)! (r +1)1 
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logz 
so4 
= 0 Cier) =O(c* loglogg slogq) 


=0{1), 9 一 co C10) 
其 中 入 与 4 都 是 常数 
由 上 式 及 (7 ),(8) 式 得 ， 当 94 之 马 时 ， 


1 1 1 1 
和 -区 -和 


2 gt 
由 于 se>0 可 以 是 任意 给 定 的， 所 以 定理 得 证 . 
证 毕 . 


二 节 Hermite 等 式 


利用 分 部 积分 法 ， 容 易 得 到 下 面 的 引 理 . 
引 理 1 设 帮 zx) 是 实 系数 多 项 式 ， 次 数 为 m . 
记 


1(it)= | efGDau， 
其 中 上 是 任意 复数 ， 积 分 路 线 为 0 到 1 的 直线 段 ， 则 
1(t) =et 名 1 (0) - SHAG C11) 


此 外 ， 若 fr*(x) 表 示 将 f(x) 的 系数 易 为 其 绝对 值 所 得 到 的 多 
项 式 ， 则 
MOILAUGULMAAUDR (12 ) 
这 个 引 理 给 出 了 函数 e: 用 多 项 式 逼近 所 得 到 的 误差 项 ， 
下 面 ， 我 们 使 用 引 理 1 给 出 e 与 z 的 超越 性 的 证 明 . 
定理 2 < 与 T 是 超越 数 
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(首先 证 明 数 。 是 超越 数 .如 不 然 ， 则 。 是 代数 数 ， 设 
它 的 次 数 为 zy 多 项 式 


好 十 人 十 Go 
是 它 的 最 小 多 项 式 ， 于 是 
Caex 十 六 十 一 0 C13) 


对 充分 天 的 素数 请 ， 仿 
f(x) = zx 二 199(x ~ 1)?, 


1 = Da | ef dr= Baal), 

#0 0 t=0 

其 中 7( 拉 见于 引 理 1 . 由 (11) 及 (13 》 式 可 以 推出 
7=- 思 六 cf，m= (n+1)p-1. 


当 7 < 之 pp，i 之 0 或 ? 过 -1，? = 0 时 ，f(i}1(i)=0, 因 
此 ， 对 于 一 切 (7 , i) 关 (p 一 1,0),p!1 整 除 f(i)(7?). 此外， 由 
fe 0) = 人 一 1 一 JP 
可 知 ， 若 bz 则 人 一 121 整 除 帮 和 0) 但 如 不 具备 这 一 
性 质 . 所 以 ， 当 乡 充 分 大 时 ， 数 了 是 一 个 可 以 被 (六 -1)1 整 
除 的 非 零 整数， 从 而 
17l 宕 (Pp-1)1. C14) 
但 是 ， 由 《 12 ) 式 应 有 


| 也 Dadiefs() Soe, 
其 中 c 是 常数 . 当 2 充分 大 时 ， 上 式 与 (14 ) 式 子 盾 ， 这 说 


明 。 不 可 能 是 代数 数 . 
(ii) 数 x 的 超越 性 的 证 明 . 
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若 z 是 代数 数 , 则 8= Xi 也 是 代数 数 ,以 6 = 01，9:,…;9 表 

示 8 的 最 小 多 项 式 的 全 部 零点 ， 并 记 1=m(0). 由 ei*= -1 可 
了 

(1+elD(L+eez)CL+tecs)…CG+eca)=0. 

(15) 

上 式 左 端 可 以 写成 2 个 e8 之 和 ， 其 中 

B=e.81+-…+ées04 ， E:= 10 或 1 . 
假设 这 些 8 中 有 # 个 不 为 零 ， 记 为 1，…,4s 那 么 《 15 ) 式 成 为 


人 十 etl+. + en= 0, 23=2 一 7 
设 思 是 充分 大 的 素数 . 令 
f(x) = Fexe (x— a) (一 Cn 


0) -久久 100(a0， 
1=0 i"0K=1 
C16) 
其 中 m= 《n+1)b-1， 则 上 式 右 端的 和 式 习 FDCco) 是 关 


于 1a1,.…, lg, 的 对 称 多 项 式 ， 因 而 也 是 诺 16 的 对 称 多 项 式 ， 
又 是 关于 诸 16 的 对 称 多 项 式 ， 因此 是 有 理 整 数 . 3 7 之 时， 
fiii(as)=0 (lk<n), 
所 以 怪 Sf (ox) 可 被 整除 ， 此 外 ， 当 7 直 bp 一 1 时 ， 天 
(0) 也 是 可 被 p1 整 除 的 整数 ， 但 当 了 充分 大 时 ， 
oo 


F19710(0)= (bp—1)1t(a 0 )? 
则 是 被 (2 一 1)1 整 除 而 不 能 被 汉 1 整除 的 整数 ， 这 样 ， 当 直 充 
分 大 时 ， 应 有 7 到 0 而 且 (p~1)1 整 除了 ， 所 以 
lI7|>(p~ D1., (17) 
另 一 方面 ， 由 《( 12 》 及 《16 ) 式 得 到 信 计 式 


I< Ble lal)e, 
《其 中 < 是 常数 》, 当 乡 充 分 大 时 与 (17 ) 式 是 矛盾 的 ， 故 z 


必 是 超越 数 
证 毕 . 


第 三 节 让 定理 


在 第 一 节 中 ， 我 们 选取 适当 的 多 项 式 P(X) 与 Q(x), 使 得 
P(x)e*— Q(x) 
在 x*= 0 处 有 一 相当 高 阶 的 零点 . 将 这 一 思想 做 进一步 推广 ， 
我 们 考虑 形 如 


D3 Pa(z) eo 
此 me 习 


的 所 谓 “ 渐 和 近 式 ” ,并 由 此 证 明寺 indeimann 一 三 eierstrass 
定理 . 

定义 1. 设 p(*) 是 复 系数 多 项 式 ,或 者 ，qg(x) 具 有 任意 阶 
导 阔 数 ， 而 且 1(*) 是 复 系数 多 项 式 . | 


f(D)9 = 3 Drgp = pe ~ P(x), 


《18 ) 
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其 中 
f(x)= 之 ee，0<1zi<R(0<R<co). 


《19 》 
由 此 定义 ， 容 易 得 到 下 面 的 引 理 《证 明 留 给 读者 ) . 
(ws 引 理 2 ， 算 子 帮 ) 具 有 以 下 性 质 ， 
(i) 【区 厂 ) 士 记 ( 力 全 = 大 (人 D7)9 十 天 《用 )9. 
《ii) (f(D)fs (CD) p=f.(D) (f(D)9p). 
(iii) 在 《19) 式 中 ， 若 co 天 0, 则 存在 


六 (= Bh 全 = 


使 得 
f(D Dp= ~ 
对 于 任意 的 多 项 式 p(*) 成 立 . 
(四)》 若 f(x) 的 展开 式 《 19 ) 中 的 系数 都 是 整数 ，gp(x) 
是 整 系数 多 项 式 ， 则 f(D)8p 也 是 整 系数 多 项 式 . 人 1 
则 让 1(DD)8 也 是 整 系数 多 项 式 ， 
《7Y ) 设 4 是 常数 ， P(X) 是 多 项 式 ， 则 由 
D"(exP(x))= exQ(x) (20) 
所 确定 的 函数 (xz) 是 一 个 多 项 式 ， 耐 且 


Q(x) = (1+ D)P(x) = 2 Car DP(x); 


反之， 当 Q(X) 给 定时 ， 人 P(x) 的 方程 《20) 有 唯 
一 的 多 项 式 解 
P(xX) = (4+C) "Q(x). 
定义 2、 对 于 可 积 函 数 p(x)， 定 义 算 子 
62 


Jp= | oat. 


由 此 害 义 容器 得 副 
DIp= p(x), TDo= p(x) ~ glo0), 


J | ED pa (n=0,1,2,." )., 


(21) 

引 理 3. 对 于 互 不 相同 的 m 个 复数 01,… ,Pm, 以 及 个 非 
位 的 有 理 整数 j,im, 记 

N= rl) -1 
则 存在 次 数 分 路 为 zi， "yh 的 多 项 式 Py(X) P(X), 使 得 
R(X) = Pi(x)e d+ .+ P(x) ceo- C + 二 
(22 》 
其 中 C 是 常数 . 当 C 才 0 给 定时 ， P,(x), ny) 唯一 地 确 
定 . 

证 明 。 比 较 〈 22 ) 式 两 端 关 于 xX" ,xl ,xx 的 系数 ,得 到 
关于 由 诸 PKx) 的 系数 做 为 未 知 数 ( 总 数 为 N+1) 的 N+1 个 
线性 方程 。 由 线性 方程 组 理论 容易 推出 ， 当 C0 给 定时 ， 
这 些 系数 是 唯一 确定 的 ， 且 不 全 为 零 ， 因此 ， P,(x), ee 
Pn(*) 也 唯一 地 确定 、 下面 指出 确定 它们 的 方法 . 

当 m =1 时 ， 所 求 的 解 显然 是 

Pi = 
当 贡 之 1 时 ， 为 求 P1(x),…,P。-1(xX)， 由 《 22 ) 式 得 到 
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Drm+l (Reim*) = 忆 DY"*l(Celos™— pn) *p,) 
入 一 . ; 
三 DI 已 Vo OR 《ok 一 Dn 十 D) nm lip, 


| a 
三 3 e (pn On) On. 人 23 》 


为 叙述 方便 ， 记 
N,= ntl) -1, 


则 《 23 ) 式 左 端 极 印 是 


， 人 
贡 一 站 nkN x . 
D {Re 》 了 十 ， 
【24 ) 
因此 ,如 果 对 于 -1 ,六 ) 式 中 的 解 可 以 确定 ， 那 么 就 可 
确定 《 23 ) 中 的 多 项 式 0， “Oily* 从 而 由 


Per- oo+D) (rm)o, (Le<k<m-1) 
. (25) 
确定 P， (x), … Pn-1《X)}. 这 样 ， 对 于 任意 的 自然 数 m， 者 
可 归纳 地 确定 满足 ( 22 ) 式 的 茵 个 多 项 式 P(x),…, P(x). 
. 取 c =1， 利 用 上 述 方法 及 归纳 法 ， 容 易 得 到 


中 
PA(#) = (oor+D) Wl 


ss 
(£=1,2,.,m), | (26) 
证 毕 ， 
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引 理 4 . 在 引 理 3 的 条 件 下 ， 取 C =1， 则 


(1) RDO= | | 立 ( 千 eo*) 


tit ttm = 如 


2 0 
和 《2107 


(27 ) 
: 于) 对 于 互 不 相同 的 91,… smeC， | 
ee i (28) 
! "nl 
下) 对 于 互 不 相同 的 01,，…*pOrcR， 
1R(1)1>0, 《29 ) 
证 明 , 令 


S(x)= Dnti(Re OP"*) -Of(zyekpl — Om 
十 十 OX) em! + Om) . 
员外 《21 ) 式 得 到 


R{EX) = aor Tntl G(x) 二 em* 人 (DS) , 
(30) 
当 轴 = 2 时 ， 由 上 或 及 P(X) 的 表达 式 可 几 
Le 


a 入 Ee, 1 
R(x) = co | x ep pt di 
oo Nel nil 
ns 
eitieb tdt,, (x>0). 
ti*ts = 二 rln,! 
ti>0,t:>0 
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假设 《27 ) 式 对 于 m~-1 成 立 ， 由 5(x) 的 定义 及 (27 > 
式 推 得 


SS | Bw | 正 ( fat (ps 一 po) ts ) 
tlteotin_ t= t=1 Nl 
ti>0,° tn 1>0 


dij-din-» (it>0). 
由 此 及 〔〈30 ) 式 ， 得 到 


R(X) = eomY [ei Ta | Sd | 
1+‘rrtitm_ut 


上 >0 0 


wi :st"® 本 
I (ee Om) th ) et dtn 


做 变换 如 =x-: 即 可 得 到 对 于 年 的 (27 ) 式 . 于 是 由 归纳 法 
证 得 结论 (1) 
结论 (五 ) 与 ( 丰 )， 是 (1 了) 的 显然 推论 . 
证 毕 . 
引 理 5 . 在 引 理 3 的 条 件 下 ， 取 C =1， 记 
M= max se 
1<k<I<mlos 一 ol 
则 
[PI) IM + (Qke<m). (31) 
证 明 。 利 用 公式 


(w+ Dr =w"-! ) wD 
ra 也 . 
(wz0), 
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位 
其 中 a 得 到 


0s pi+ D)-"ie eM Si 部 ,) 


» Mr Dr 1 _ -ml x * 
: Di ( 洲 D) aii(*>0,1#h), 


由 此 及 ( 26 ) 式 得 ， 当 x 之 0 时 ， 
加 = 
PI<IH (D7) 站 


1 大 


-ps 


ne1 
N~-ntr— 1 
N—ne nh 二 
= M's Dr* 
人 >( 了 : J Dr". 条 


_ 2 Nr? we7 <2NCM + xX), 
出 此 即 可 得 到 所 需 结论 . 
证 毕 ， 
定理 3.(Lindemann- 二 b，…,b, 是 互 不 
相同 的 代数 数 , 则 对 于 任何 不 全 为 零 的 代数 数 4 。…,4, 必 有 


Fg 尖 0， i 《32 ) 


证 明 . 设 2 中 认 有 才 个 数 在 Q 上 线性 无 关 ， 划 存 
在 个 在 入 上 线 无关 的 代数 数 1s Gp, 使 得 对 于 blk 
7 )， 有 有 ieZ(1<i 生 从 使 下 式 成 立 ， 
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bi= Bai+ + 六 ap 。 
而 且 ， 由 于 &1,…,&s 的 线性 无 关 性 ， 对 于 k=1,2,… ,7, 数 组 
Chas，…, 上 i,) 是 叭 一 确定 的 . 
假设 有 一 组 不 全 为 等 的 代数 数 4 ，,…,4,， 使 得 ( 32 ) 式 
成 并， 那么 


pi 所 haast :+ hiap 
昌 4 沾 -总 


到 he 
= et er) "=0., (33) 


考虑 上 了 元 有 理 函 数 


F(X, Xp) = 3 A ls. 2 


由 数组 (fh 1， “yg hp) {1K 和 +?) 的 性 质 , 可 知 FCX1,…,X,) 不 恒 
等 于 0. 设 
re 


其 中 G 与 @ 是 代数 数 系数 的 多 项 式 ， 那 么 G 专 0, 而 且 


Gle®!,, er?)=0. (34) 
下 面 ， 要 由 《〈 34 ) 式 导 出 一 个 矛盾 ,从 而 证 明定 理 . 
显然 ， 不 妨 假定 G(xX1,*…… ,Xx,) 的 系数 都 是 代 效 整数 ， 设 
它们 与 «1 ,*… 0 K,5 = CK:Q). 
设 C(x xzo) 的 总 次 数 是 4 . 
选取 充分 大 的 自然 数 于 ， 使 得 


HO-ad+th) > -也 ) 丰 (+ 昌 ， 
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Pd I EHUD a nF ip PERT A Pk red A A 


BE 和。 一 -一 -一 一 一 一 .- .，..， 


VY, 9 J 1s ,Zw 分 别 天 示 总 次 数 不 超 过 f 与 
f ~ d 的 所 有 单 项 式 刀 瑟 . 吉 2 则 由 归纳 法 容易 证 明 


一 由 一 各 
hs i Go i 和 r a Se 


对 于 大 = 了 一 7 十 工 ， ee 含 
.ZG = Gn! + ass, +， … 十 Cn 人 
则 mi 是 0 或 者 是 G 的 某 一 个 系数 容易 验证 ， 由 oh 构成 
的 矩阵 (our) 的 秩 是 7 . 
另 一 方面 ， 对 于 =1 1 各” 由 cosa 在 Q 上 
的 线性 无 关 性 ， 可 知 数 5 
BE1IL 十 二 Tb (1</I<m) 
是 K 中 的 互 不 相同 的 数 ， 而 且 


apict tl + et dm "= 0 (mir+l 人 tem). 


Yi lle, 
m= { A 
4 一， 当 k+1 才 1m. 
对 于 给 定 的 p1，*… ,pw 及 21(k)，… Tin( 上 )， 将 在 引 理 3 中 确定 
的 R(X) 记 为 四 ie 
RO = PC) P44 Pot) co 
Qhem), 
其 中 degPni(x) = nk), . 
信 
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PP Pl}, “Pn : 
A ef Pu Pam ; 
加 pn 

从 A(z) 的 展开 式 容易 看 出 ， 对 应 于 主 对 角 线 的 项 为 mn 次 多 
项 式 ， 而 其 余 的 项 是 次 数 <mm 的 多 项 式 ， 因 此 

deg 人 A (xX) Emt, 
男 一 方面 ， 若 以 人 人 1，*… Au 表示 A( 妆 第 一 列 各 元 索 的 代数 
余子 式 则 z 

At) =e PI (ALR, a 

由 于 CO] 在 4 0 的 零点 的 阶 是 

(91 十 十?zo)》 十 担 一 工 三 放下 十 大 一 工 之 并? 
A 0 的 零点 的 险 丰 小 于 me ， 因 此 ， 必 有 r*0, 
使 得 
A(x) =Yx"", 
从 而 - 

人 和信 (1)= |1P,CDis,, 0. ( 35) 
这 样 ,可 以 用 和 矩 跨 (axDopa 的 了 行 与 拖 称 4Pakl))o 的 nm 一 > 
行 构 成 一 个 mm 阶 不 为 零 的 行列 式 ， 假 设 这 mn-7 行 是 第 k ,ks， 
» km- ， 记 | 加 
P, 1 (1)= CNy RE DD Be (ry , 负 一 ?)， 
Be=0, {m— a | 
则 | | 

ai ett AT dneo =P (1<tem). 


以 41,…， 4 表示 行列 式 lau1，， 的 第 一 列 各 宛 素 的 代 


La 


数 祭 子 式 ， 则 
E= AB + +t AnsBer) 01= |anrlist0 | 


《36》 
另 一 方面 ; p11;…,pn 是 与 n 无 关 的 互 不 相同 的 代数 数 ， 
因此 下 ( 26 ) 式 可 知 存 在 有 理 整数 工 和 Ci121， 使 得 . 


Tam(k =1,2,",m—7r, I=1,2,.,1m) 都 是 K 中 的 代数 整数 ， 
从 而 工 ” 和 是 代数 整数 ， 因 此 的 分 母 为 
mE)ECirnlT 7 + (37) 


其 中 C1《 肌 下 面 的 C+,C。，， ) 是 与 "无 关 的 常数 .显然 5 的 次 
数 生 站. | 

以 6=6,… ,654 表 在 K 中 的 具 蜀 数 ， TE 
入 三 Cn 证 知 ; 


Jarl< CS Qem 1 8 
I | Se 
而 由 ( 28 ) 式 ， 又 有 ， 
IB|<C, rl) -mC 6D-。 st<n- Rs 
出 此 及 《36 ) 与 《38 ) 式 ， 得 到 ， a 
1 <CTCzS 4 i 
利用 第 二 章 引 理 3 ， 对 于 代数 数 5 应 有 不 等 式 
log (CT (xn1)-")>—(h-1)logCy 
~ hlog 《CT ， 
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nlogC,—mlogni>—-n(h~1)logC 
一 hm 一 -7) (nlogC, + 10ogn!). 
由 于 可 以 充分 大 ， 所 以 馈 使 上 式 成 立 ， 应 有 


mh(m—r), 
即 7 所 (4 元 )m， 这 与 的 选取 是 地 盾 的 ， 从 而 证 明了 定理 


的 结论 ， 
.: 征 毕 ， 


导数 画 数 的 渐 近 式 = 


在 上 一 节 中 见 汉 |， i ye pn* ， 活 Re 

多 项 式 卫 ,(*?),*…, 了 (x)， 可 使 线性 组 合 
ee t+ Px)e or" | 

在 *=0 有 -个 部 阶 骞 点 .对 于 娩 数 logx，…: ,tlogx)*， 也 有 
类 似 的 定理 ， 此 处 logx 表 示 对 数 函 数 取 主 值 的 分 支 

定理 4 ,对 于 任意 的 自然 数 m ,7 及 整数 有 ,0 所 及 
存在 次 数 不 超 过 a 人 
使 得 人 


R(X) 二 An( logs)’ 


以 x= 1 为 其 (m+1)(nt+1)-k~ I 筑 且 
0 Aovilx) 。 a on Pe 
Aio(#) Anls) An 


Anolx) Ani(x) … Anm(x) 


el 
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=Cm nx- "rn, (41) 
其 中 CClm,?) 是 关于 轴 ，n 的 函数 ， EY 
证 明 . 以 N 表示 数 1，2，… Da 的 最 小 公 倍数 ， 
ES 并 记 : . 四 
P= a 
CCz)=(z(Cz+1l (ztn) y"!!, 


Pxr Xs 
RC- x y. = 了 人 O27 二 一 一 人 2 ， 


其 中 积分 路 线 是 以 z= 0 为 图 心 的 半径 为 o( >>z ) 的 正方 向 进 
行 的 园 周 
当 |2z| >* 时 ， 有 展开 式 


zxr = log) tne, : 


R=0 | 
因此 ， 由 复 变 隐 数 理论 ， 可 知 | 
和 a (logzyi- 有 = 一】 
Rn?) eh (Ck ~ h~1)1 


Oche<m ) 

最 然 ， 它 在 x*= ! 恰 有 一 个 | 
Re | i De 

另 一 上 方面， 由 留 数 定理 ， 和 hn 


的 贸 数 ， 则 
?3 


| 
RaO=PeDn + C42) 
Am= - 5 


对 于 1z+4[<1， 令 


ZH 总 
和 ? 《43 ) 
再 联 合 
Xs Xx he Keta = Xi 人 Cd 
得 出 


Ta= X71 a- -k-1,4 ,1) LE, 
从 而 由 《 42 ) 式 推出 
R(x) =Px" 了 站 ig -k-1,4 9 


= es 
其 中 旦 


如 (= 是 ahd) 


‘(0hEm, OrEm), 
和 0() 的 类 半 式 可 多 A=0 Ne (43) 人 
零 的 系数 是 、 : 
a(h-n m ~ 0， kh) = Ca), 
因此 当 + 下 =m 时 ，4MKx) 是 一 个 2 次 多 项 式 ， 其 最 高 等 项 
?4 


Dr 和 


当 h+k 沪 押 +1 时 ，As(x) 是 次 数 低 于 的 多 项 式 ， 所 以 ， 由 
《 41) 式 定 义 的 行列 式 D(x) 是 一 个 (m+1)n 民 多 项 式 ， 它 卫 
最 高 娇 项 为 | 
pati(ny) “(m+l a ya 
1121 … 7 
但 是 ， 用 (logxz)i (1<j<<m) 分 别 羔 以 行 列 式 DLx) 的 
第 ij+ 1 列 并 加 到 第 一 列 ， 则 第 一 列 的 元 素 成 为 RCx)， 
Rx), 1 R(X), 它们 在 #= 1 部 至 少 有 一 个 (m+1) " 生 
零点 ， 因此 ， 
(x—1)"+i)" | D(x), 
所 以 541) 式 成 立 ， 其 中 
人 -tt 
1! 21: SR 
下 面 ， pe Rea 
对 于 4=0， 1 2 1 有。 Se 


< (my TH) = 土 


人 总 (# } CE ny : 《 会 小 
Ne Cz tA a 
(z+ A+7)-m! . i (45) 


= (1m An A "i (r+ A" 


.并 (1 于)- | I L141) , 


iw 1 


其 中 规定 末 积 站 =1 ,由 此 及 二 -项 式 级 数 定 理 ， 省 记 


4+ 
A CP 2 
CE 
[Bb | ? EE 7 


3 已 5 4)Kz 十 mrl ， 
则 由 的 定义 ， Ns Ch 4) 是 有 理 整数 由 级 数 乘 法 ， 
0 的 级 数 展开 式 《 43 ) 中 的 系数 是 | 
alksAh) =- mnt) Ho I)" 


‘BE CD tab), 
其 中 和 号 表示 对 于 满足 
OSheh Fk>0, 天 十 天 =k+m+tl 
的 £1,，* 求 和 . 因此 ,CaDwe5Nkssaatb 4,h) 是 有 理 整 数 ， 
从 本 
oe 
(OSAhKEm, OGAen) 
是 有 理 整 数 ， 因 此 ， Ama(*) 是 有 理 整 系数 多 项 式 . 
证 毕 ， 
:定理 5 在 定理 4 的 条 件 下 ,对 于 0<Sm 0<sKSm， 下 
面 的 估计 式 成 立 ， 
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(1149 mt NoCat retaint ta 


Ei 


(ii) .对 任意 的 p>> 2 有 有 知 计 式 
[R(x)| Sm Nr (ni)etio-n( dt a 


| 二 人 


证 明 ， pa 《43 ) ) 过 2 
要 人 
Os tn | Eee (46) 


其 中 z 表 示 沿 正方 向 进行 的 加 于 4 ee a 
当 zGr 时 ， 对 于 0<h<m， 显然 | 


za<tga+tye (47 ) 
而 由 《 45 ) 式 ， ee 
= 下 一 了 是 
[a < (六 】 (LI( 去 )， 
并 (RD "(48) 
容易 得 到 


?7 


ell 
a a -4) 


要 可】 


De 


以 及 


代入 (48 ) 式 ， 得 到 


( :2 


1 < tly) (mt) 
如 十 工 


Q(z) 
将 此 式 及 ( 47 ) 式 代入 《46 ) 式 可 见 ， 当 一 m1<k<- i 


. jalk, 和 ， 让 | 所 亏 1 Cnr)intl2t nt tn) (mxl) 


因此 ， 对 于 0 扫 六 ， km, 
1 C1 二 kh, ht] 


Sm NaCn) "te nti) m2" ) (nt+ty 


人 
\ 和 


a) 


由 此 得 到 结论 (iD . 
对 于 px27 ， 以 C 表 未 半径 为 p 的 以 原点 为 园 心 的 正方 
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疝 进行 的 园 周 ， 则 


i 

he 2 人 0 a CA49) 
对 于 XEC， Oh. km 有 估计 式 
了 |z zl on J clots) "hoon! | ( 50 》 

z ow Iria rt) + i 

Me de 
LR 

1 )- orp (7 

a ee 了 

导出 5 


ow lzorid rex (- m+ 1) DB 


a z 
[R(X) 1 EPep"eetotn) leec Bp 0 2 


“exp(hlnt 1) (m+ DE 
稍 扣 整理 ， 即 得 结 I 
证 毕 、 


YY 


第 五 章 Hilbert 第 七 问题 


1900 年 ，Hilbert 在 他 提出 的 著名 的 二 十 三 个 数学 问题 
中 ， 问 到 “对 于 任意 的 代数 数 x 了 0,1 ， 及 代数 无 理 数 8,a 


是 否 超越 数 ? ”他 并 且 具 体 地 举 了 ec- =〔(- 1: 与 2Y :为 例 . 
1929 年 ，AvOv Tenbhomn 证 明 如 果 &#0，1l 是 代 
数 数 ，8 是 虚 二 次 无 理 数 ， 则 cz 是 超越 数 ， 因 此 ，e" 是 超越 
数 ， 
1930 年 ， 及 y35xma 将 上 述 结论 推广 到 有 8 是 实 二 次 ,无理 


数 的 情形 ， 从 而 得 到 2 Y 2 的 超越 住 证 明 . 
1934 年 ,A Tenpgonn 与 Th.Schaeider 互补 独立 地 
证 明了 ; 涛 w 关 0,1 是 代数 效 ,8 是 代数 无 理 数 , 则 ap8 是 超越 数 . 
在 本 章 中 ， 我 们 主要 给 出 了 embboHzn 与 Schneider 对 于 
下 述 定 理 的 证 明 ， 
定理 1 设 01 与 4: 晨 非 零 代数 数 。 对 于 确定 的 对 数 函 数 
的 分 支 iogz， 若 joga 1 与 loga; 在 QQ 人 则 对 于 不 同 
时 为 等 的 代数 数 8, ， B2， 必 有 - 
Bilogai + Baloga,@+0. 
由 此 定理 ， 如 果 & 关 0,1 蚌 代数 数 ， 9 是 代数 无 理 数 ， 那 
么 of 是 超越 数 。 事实 上 ， 若 a# = aad 那么 
Bloga -logr=0, 
因此 toge 与 1ogy 必 在 和 上 线性 相关 ， 即 8 是 有 理 数 ， 这 是 不 
可 能 的 . 
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第 一 节 。 Texasoaz 的 证 明 


为 了 证 明定 理 1 ， 除 了 前 面 讲 过 的 代数 数 性 质 ， 还 需要 
下 面 的 引 理 . 

引 理 1 设 R>y7>0，R 关 >0。 又 设 帮 z) 在 |z| 委 只 上 
连续 ， 在 |z| < 上 解析 而 且 不 忆 为 零 ， 以 (0,0) 表 示 f(z) 
在 |z| 所 pe 内 的 零点 个 数 《 计 及 每 个 零点 的 重 数 》， 则 


iog|fl, <loglfle— mi(0,p)logger i 


loglf|,<log]fla~ mC0,7) log tr ， 
其 由 

Iflo= 1f(z)) = Sup|f(z)]|. 
证 明 记 2= mi(0,p)， RAZ1, Zs 表示 所 2 在 |2| 窒 0 
中 的 全 部 零点 〈 着 小 是 f(z) 的 重 零 点 ， 则 出 现 t 次 ) ， 则 函 
数 

2 

f1(2) = -1 站 训 二 z1) 
在 1z|<<R 上 上 连续， 在 1z| 之 R 上 解析 ， 由 极 炎 模 原则 ， 

ROR ALACIT 


由 此 及 
Ri—z2; | RR? 一 zZi a 
SR | Ka- | ,| Rm) | ROP), 


[村 = 
8 


Sup R? 一 >¥) Rtr: 
lzl=7 ee 人 ( 当 o=r) 
即 可 得 到 引 理 结论 ， 
sz :证 毕 ,， 


不 面 给 出 Fensdogr 对 于 定理 的 证 明 ， 
ESN Tak, HN 
其 中 是 充分 大 的 自然 数 . 


二 | ,Pherae, (1) 


Fi = Db pA tiB) eer, (2) 
其 中 


loga, 
loga, : 


设 8 是 代数 数 ， D=[Q(a, ,0,,8): Q ]， 我 们 芭 由 此 候 
定 导 出 也 盾 ; 从 而 说 明 8 是 超越 数 . 
外,(z) 的 表达 式 ， 显 然 得 到 


8 = 


RD = logei) PeB 2). 
(《 i ) 首先, 我们 证 明 ,存在 不 全 为 零 的 有 理 整数 pC， 
1) 《0o< 和 ，1<ZLJ, 使 等 
max Ip(h1, 42) | en, 


ls 


F(A)=0, (0&i<T, 0&h<H), (3) 
$2 


其 中 上 与 4 仅 取 相应 范围 内 的 整数 值 。 


为 此 ， 考虑 关于 (上 + 1)° 个 未 知 数 交 入 ,42) 的 齐 次 线性 
方程 组 


p14) A A) eae0, (0<t<T, 
1 外 - 


0< 一 五 ) ~ (4) 
将 兴工 两 边 莱 以 - 

Cm( 8))T Cm(a, )) ne ya， 
则 可 得 到 一 组 新 的 线性 方程 ， 其 系数 是 K = QCa! ,a;,8) 中 
的 代数 整数 ， 它 们 的 模 的 最 大 值 至 多 是 a 

PrcircymsNen， 
其 中 

Ci=(1+[6Dm(6),Cs = mle Jasm(as). 


在 这 个 方程 组 中 ， 未 知 数 的 个 数 是 ( 工 + 1)2， 方程 个 数 是 TH 
由 当 六 充分 大 时 的 不 等 式 

DTRH= DN'<N:<(L+1y 本 
及 第 二 音 定 理 4 ， 存 在 不 全 为 零 的 有 理 整 pC) 
《 4 ) 式 《因而 满足 (3) 式 )， 并 且 


和 | , . DTH 

a i le EE+ DN ee 
对 于 充分 大 的 N， . 寿 : 加 
VECE+HPNeEN RN ZN 


DTH DN!’ -二 
CL+1) et BN Ni 


靳 以 
83 


max p(s Med en ee 
Cii) 其 次 ， 我 们 证 明 对 于 任意 的 自然 数 放 之 入 ， .有 
FA(h) =0, (0<t<M°, 0<h<M), 
其 中 1， 有缘 取 误 数值 ， (5) 
使 用 归纳 法 。 人 
由 《ii ) 的 结论 可 知 ， 当 放 = NN 时 , 《5 》 臣 是 成 立 的 .… 
假定 《5 ) 式 对 于 必 ( 之 NN ) 成 立 ， 那 么 对 于 
0a&t ORAMt ,i 
由 Cauchy 公式 辣 知 "  - 2 


下 dil 
|F, (RN)= | CE Grr Fh) | 


二 FP 
low) i = hr , ， 
<lioga dantedPlarr. se C8) 

定 引 理 1 中 ， 取 太吉 
We RM rt 
由 归纳 假设 可 以 得 到 ~ 


M3 
OB ha a logst Wi 1 - CY 


由 《1 ) 式 及 对 于 11 站 的 上 办 合计 容易 得 到 
IFlys<(L+1)e" a 
其 中 CC to a . y 是 内 与 441,02 p 有 关 
的 常数 ， 
由 上 式 及 《6 ) 式 与 (7 ) 式 ， 得 到 
log] 忆 (57 和 一 5logCe +log(h11) + M"logCs.. 


Ci 


Mi 


对 于 充分 大 的 六 成 立 . 
嚼 一 方面 ， 数 严 ，(h,) 季 以 | 


(mB ma ma re 
[B, Ch) (T+ le Ce 从 . 
因此 ， 由 第 二 章 引 理 3， 若 1,(h,) 尖 0 则 必 有 
og}F, (i)l>~(D-Dtoge” -Dloge” 
= -2D- 1)loge” 
当 N 因而 M ) 充分 大 时 ， 上 式 与 ( 8) 式 矛 导 、 所 以 必 是 
F ，(h:)=0. 这 样 ， 只 要 开 初 取 对 的 什 充 分 大 ， ee 


结论 由 归纳 法 得 证 . 
由 以 上 讨论 ， 可 以 看 出 ， 对 于 一 切 自然 数 都 有 人 
pn 
Er 
ZF(#) =0, TD 
CE (Ch) I loges): =0 Ei 
0 0 
但 是 logea ， La 二 上 线性 无 关 ， 所 履 由 上 式 邵 可 推 则 “ 
pl41 42) = 0 (0 和 4: < 上 , 0<4,<L). 


这 与 扩 44;4:) 的 选 法 矛盾 . 这 就 证 明了 8 不 可 能 是 代 数 效 ， 
证 毕 . 
1 


第 二 节 ”Schneider 的 证 明 


沿用 上 节 的 记号 8= 让 &*- 。 假 设 8 是 代数 数 ， 将 由 此 
导出 矛盾 . 
记 


K=Q(aisasspB) DD=EK:Q] 
又 记 . | | 


L1 L$ 
Ex 二 > 之 bl, hs x tx , 9) 
Al® HAs™ 


和 F(x) = Dy p41) 2a tr, C10) 
和 . | ee ; : 
其 中 
L,=N°, 了 工 := 六， EE | 、 
而 pC4, ,4:) 是 待定 的 有 理 整 数 ，N 是 充分 大 的 自然 数 . 
( i ) 首先 证 明 ， 存 在 不 全 为 零 的 有 理 整 数 关 46142) 
《0<i < 0< 和 4:<L)， 使 得 
max pi) AD) 


ly 个 2 


FP(hi+hoB)=0, (Oghi,h, <H),. (12) 
其 中 心 ,ho 均 取 整数 值 ， 有 而 - 
LH=N, | 要 
为 此 ， 考虑 关于 《上 i + 10(Z; + 1 个 未 知 数 p (4, ,4,) 的 
线性 方程 组 
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Ll Ls , | 
.2 pl4d), A)(h + hp lion2ia, to =0, 
21~0 Ax= 人 0. - NN 


(0<h, <H,0ch, <H). . (13) 
将 上 式 两 端 乘 以 i 
Cm( BI)EiCm(a) Ima, )) TF, 
就 得 到 一 组 新 的 方程 ， 它 的 系 数 是 代数 煞 城 K 中 的 代数 部 

数 ， 而 且 这 些 系数 的 模 

<HLC odeN 
其 中 Ci,Cs《( 以 及 下 面 出 现 的 C3,C4，*… ) 是 只 与 x1a;， 8 
有 关 的 常数 ， 由 于 当 N 充 分 大 时 

DH’:= PN1I0<NII<( 工 :+1)( 工 ;+T)， 
MA 章 定 理 4 可 以 推出 ,存在 不 全 为 零 的 有 理 整 数 p(4,， 
4 )， (0 OL, 0<<4, 志 5,) 使 得 ( 12 ) 式 成 立 ， 而 且 


max|p(h1,4,)| <(V? (2 + 1) 


3 a 


(Lt DN'™ Tt (LL, +1)- DA. . 
但 是 8 W Ba 
(Lt DLs DN NID ON HIN' "GN, 


DH ~ DN!? 
(Li+ 1)(Ls+1)- DH? = WrT NT) DN? 


<N- 2， 
因此 ， 对 于 充分 大 的 对，《 11 ) 式 成 立 z z 
( ii ) 其 次 证 明 ， 对 于 任意 的 整数 Mz>N， 有 
Ph +hoB)=0, Oho ,hh <M", (14) 
而 有 成立 着 不 等 式 
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logl Flye< 一 . C15) 


下 面 分 三 个 步骤 证 明 上 述 二 式 ， 为 叙述 简洁 ， C14)4 
与 《 415) 4 分 别 表示 当 M= A 时 的 (14) 式 与 ( 15 ) 式 . 

第 一 步 ， 证 明 由 《14 ) 可 以 推 由 (5 个 ww。 

在 引 理 1 中 ， 取 
Mr 
则 由 
LFlac(E + CLs + 1)e" RiiCo tneC 
以 及 由 《 14 ?二 所 推出 的 


R27? Se 
es i Rr "elo, Me A 


Mi'log 全 
可 以 推出 


NE 


即 是 C15)yw. 
第 二 步 ， 证 明 由 15 ) w 可 以 推出 14 》 w+1。 
设 有 与 h; 是 满足 
Oh M+1)", Oh <(M+1)° 
的 自然 效 ， 由 〔〈15 ) v 式 可 知 代数 数 7 了 = F(Rh +hB) 的 绝对 
值 


il=1EC rp)l<e 00 
而 且 7Y 的 分 母 

mB mE ne) Ts lr 

< 1) 


此 外 ， 由 7 的 表达 式 ， 易 知 它 的 模 
liyl<(L,+ 1)(L,+ 1)e* HiICI LC Ls (Mt! ) 


了 
< 


由 此 及 (16)，( 17) 式 ， 并 利用 第 二 章 引 理 3 可 以 推出 ， 
若 Y 关 0， 则 
iog(e™” ")>-(D- i)log(e )- Diog(e’ ), 
~ Mi'> - (2D - 1)M?, , 
对 于 充分 大 的 N ( 因而 下 也 完 分 大 ) ， 上 式 是 不 可 能 成 立 
的 ， 故 必 是 Y=0， 了 好 5 14) wr? 成立 。 
第 三 步 ， 根 据 鸥 数 F(z) 的 构造 可 知 ， 当 六 =NN 时 ， Ca 
与 《15) 是 成 立 的 ， 故 结论 ( ii ) 成 立 。 
这 样 ， 我 们 证 明了 ， 只 要 选取 N 充 分 大 ， 那 么 


Ll 工 % 
F(z) = 2 补 区 4，h1)zitct12s=0， 
A1™D io" 。 二 


由 此 及 Ilog& :与 1ogas 在 Q& 上 的 线性 无 关 性 即 可 推出 
办 1，42)=0 (O01,<L0<1,<L,), 
这 与 p(41，4;) 的 选 法 是 予 盾 的 ， 由 此 可 知 8 不 可 能 是 代数 
证 毕 ， 
由 证 明 过 程 看 出 ，Tenmpoga 方 法 与 Schneider 方法 鸡 
差 列 在 于 ， 前 者 利用 了 ez 的 微分 特征 ， 即 e: 满足 微 分 方程 
387 ~ y=0, 
而 后 者 则 是 利用 es 的 另 一 特性 


- Cx*+y ~ mr Ee ey, 


在 下 节 中 ， 给 出 由 此 二 特性 而 延伸 得 到 的 推广 ， 
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第 三 节 定理 的 推广 


ee 可 以 将 定 理工 到 推广 ， 


ie 


DR ‘<0, C18) 
则 称 f(z) 是 有 限 阶 的 整 函 数 、 若 g(z) 与 i(z) 都 是 有 限 阶 整 下 
h(x) 


数 ， 则 称 f(z) = 让 到 是 有 限 阶 的 半 纯 卫 数 


以 下 ， 设 K=Qo) 是 一 个 代数 数 域 ，d=[K;Q] ， 
K[f，…， 帮 ] 表 示 由 有 限 阶 半 纯 函数 请 ，…， 广 在 K 上 扩张 
所 得 到 的 环 ， 即 所 有 形 如 3 


N, Ns Ei 
和 we > alii, “ty TF le fi 
ii™d in™0 


的 元 素 构成 的 集合 ， 热 中 NENCl<i<n)， 庄 a(i， 

1) EK 和 

” 此 外 ， 设 对 于 任意 的 i(1<i<n), 有 7'(2) EK [fs 
… fo]， 即 


MI Ma 、 
rR 


2 (19) 
其 中 诸 b(kiwi)EK.。 eo 
为 叙述 简便 ,在 不 致 引起 误会 的 情况 下 ， 将 由 如 与 4C#) 
分 别 表示 3 
40 


HW 2 
i 与 CCK yk), 
引 理 2 ”对 于 任意 的 函数 


No Ng i l; 
A(z) = a 之， Go fi (zx), (2)， 


i = 


其 中 诸 e( 站 是 K 中 的 数 ， 有 
N Nj | 
A = Be Bo OR, (20) 


其 中 诸 e;() 是 K 中 的 数 ， 8 I 
NENo+IM, M=max(M,,.,M,), (C21) 

而 有 ee 
max|aly sh) BeBiojl, (22) 
和 : | 


其 中 Bi 是 只 与 n*N。，,M ,以 及 请 CC 站 各 ( 扫 有 关 的 常数 。 
证 明 。 当 j= 0 时 ， 结 论 显然 成 立 . 
人 则 由 《〈 19 ) 式 得 到 


400v1 Nz) = CD) = 四 ai 天 
fe) | 
= 名 "(DD Bh 1 4 


本 he a(l) 3 fi Bef fa | 


a D2 


i.=0 l= 此]1 = = £, 此 只 
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Nj+! N+1 
= i 之 Qt+ Clip ss) flee 9 
让 


4 其 中 
Ni<NI+M， 
avi 人 是 ai 人 人 合 ， 因 而 是 K 中 的 代 


TD (<B, ei ai(?) |, (23) 
其 中 Bs ( 以 及 下 面 的 B,,B。,… ) 是 只 与 1。 生 ， 履 ， 以 及 庄 
(站 和 (4) 有 关 的 常数 。 
由 归纳 法 容易 得 到 


Di <B TIN,. Na No max a [< 


Bsit+1N, a 1 出 vr en Bl 


证 毕 ， 
定义 1 对 于 数 & ee 数 在 数 域 K 内 
的 多 项 式 


dj di EE 
P(X, “Xn) D2 2 bli pn) " "NX » 
> mn- 


使 得 P(E,…&,) = 0， 则 称 上 二 ，…#。 在 K 上 代数 相关 ， 否 则 ， 
称 它们 在 K 上 代数 无 关 。 

定理 2 在 本 节 的 假设 条 件 下， 车 f1(*)，…，, f(z) 是 
整 函数 ， 而 且 f1(z) 与 f(x) 在 K 上 代数 无 关 ， 则 使 函 数值 
f1(?),…,fn(z) 都 是 KK 中 代数 数 的 数值 xEK， 至 多 是 有 限 
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证 明 取 定 某 个 常数 mH。 以 C;，C,,… 表 示 只 与 ,n,fa 
“9f。 KK 或 m 有 关 的 常数 , 


设 ! 是 充分 大 的 自然 数 ， 记 工 = [kt 这]， 
PO) Pf fs) = BDH ha) (fs), 


其 中 P(x1,X1) 是 二 元 多 项 式 ，2 并 4;,4;) 是 在 下 面 要 确 定 的 
有 理 整 数 . | 

假若 定理 结论 不 成 立 ， 则 应 有 无 穷 多 个 互 不 相同 的 y， 
Has 使 得 

EK, f(y)EK, (1<i<n,i>1), 
我 们 将 由 此 假定 推导 出 一 个 矛盾 . 

《 i ) 首先 证 明 ， 存 在 不 全 为 等 的 有 理 整数 p(4, ,4,) 
(0 扫 4 < 委 工 ,0 生 12< 工 ) ,使 得 

pax |p(A1,4) | ete, C24) 


1 sr2 


而 且 
FID)=0， (Ogiek,lSIEm), (25) 
事实 上 ， 在 引 理 2 中 取 ao {中 1， 则 


Fn Dp) gr fu (a)far (2)) 


Ny Nj 
总 PCA) 之 … 之 ， ZIC71， "fl (2) fn Ca), 


其 中 Nj 与 a;(7) 满 足 (219) 与 (22) 式 ,由 引 理 2 的 证 明 过 程 
可 见 ， 存 在 只 与 代数 数 
BK) ,f(t) (lu, 1 lem) 
的 分 母 有 关 的 常数 D， 使 得 在 关于 p(41,4,) 的 方程 
93 


(TT, 0 委 j 委 问 :| a a . et 
DY Fi (wy) =D"! BC Bon. 


“few) 0 : Ca) 
中 ，p(41，42) 的 系数 是 代数 整数 ， 而 匡 ， 册 ( 22 ), 式 ， 这 些 
代数 整数 的 模 的 最 大 值 
Uakcss, (27) 


方程 组 《 26) 中 米 知 数 p(44,4,) 的 个 数 是 (L+ 1)2>> 丰 各， 
而 方程 的 个 数 是 mCt+ 1)。 因 此 ， 由 第 二 章 定理 4 可知， 当 
充分 大 时 ， 有 不 全 为 零 的 有 理 整 数 P(41,42)(0<l<L 
0 所 4, 志 LL) 满足 《 26 ) 式 ( 因而 满足 ( 25 ) 式 》， 和 而且 
maxlp(41,4s)| < 


nn 
ak 
<(VEC+DFU) DAT 
对 于 充分 大 的 上 ， 有 下 面 的 估计 式 ; 
dm(k+1) -2dmk 
(L+1) -dmtt1) ~ ki dm(k+1) 
a 


因此 ， 由 ( 27 ) 式 及 (28) 式 ， 得 到 
有 BaX [了 和 ,2 2) [kei 
”ii ) 其 次 证 明 ， 对 于 任意 的 R 之 2， 有 估计 式 多 
[F(z)| <exp(Cs (klogk + LRees)), |z| SR, 30) 
为 此 只 要 注意 到 ， 由 于 fi(z)(1<i<n) 都 是 有 限 阶 整 函 


3 


数 ， 所 以 存在 Ce 使 得 
max [fe | 
1 所 1 所 71 
因此 ， 由 《24 ) 式 可 以 推出 
[P(e) | ae "CLF1)k 
由 此 即 可 得 到 ( 30 ) 式 . 
《iii ) 现在 证 明 ,只 要 先 取 定 充分 大 的 mm， 那么 当 取 
充分 大 时 必 有 有 0 
Fly)=0, de a a 
对 任意 的 自然 数 7 破 立 . . 
事实 上 , 若 不 然 , 则 存在 某 个 jiEN， 使 得 (31) 式 成 
立 ， 但 存在 某 个 io, 1 二 jo 条 7 使 得 
Y= FNCy, )#0. 


由 ( 1) 可 知 j> 上 , 
考 虚 整 隔 数 上 
人 F(z) IH Ds 


容易 看 出 
r=itG(y) Hl ee -yD)!. 
je 
a 
取 R=1 » 那么 当 充分 大 时 ， 有 “ 
max 


Ti | ED i ic 
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因此 ， 由 极 大 模 原 则 及 ( ii ) ， 针 注意 到 i 得 到 


ri<irlGlall Oyol + (nh) 
:lo 


S| FO ~ tm) HaC"! 
a 汪 R. 
<ii|l Flrll (R-—s) iC unl 
bm 1 
<7iexp(C, (klogt + LR ')) (二 ”ca 


3 1 
jiexp(Cs (hlogk + hE 。7 4))( ie yn Co 
ms E.R 
jceiC, "lo 4Co (I ) (32) 
另 一 方面 ， 在 引 理 2 中 取 
4(D = Pa) = B,D pA) nbs) 
则 可 知 7 = P02Cy，) 是 K 中 的 代数 数 ， 因 而 次 数 <d， 而 且 


m(Y)SCL 87 ee (33 ) 
此 姑 ， 由 《18) 式 及 7 的 定义 ， 得 到 


rigepx(C ilog)). 
这 样 ， 出 第 二 章 引 理 4 可知， 由 于 7 款 0， 必 有 


logl7| 关 ~(d~ 1)1log'y 1 dlogm(Y) 。 
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利用 (32 )，(33》，(34 ) ， 由 -上 式 得 到 
Ne 人 


~ djiog}logC11. 《357 

但 是 ， 由 于 开 初 假定 有 无 穷 多 个 互 不 相同 的 y， 所 以 好 
可 以 取得 充分 大 ， 此 时 (35 ) 式 就 不 能 成立， 这 个 巴 盾 说 
明 ，《 31 ) 式 对 于 一 切 jEN 成 立 . 因 此 .F(z)= 0， fi (x) 
与 f2(z) 满 足 

.Plf il,fs)=0, 
此 处 P(x,，、x,) 是 一 个 具有 有 理 整 系数 的 二 元 多 项 式 ， 因此 
f1(z) 与 f(z) 是 代数 相关 的 ,这 与 定理 的 假设 矛盾 . 从 而 满 
dn 

证 毕 . EE z 
定理 2 的 结论 当 诸 f.(z) 是 有 限 半 纯 请 数 时 仍旧 成 立 ; 为 
正明 这 一 点 ， 只 需 将 上 面 的 证 明 过 各 做 反 当 的 修改 ， 请 谈 
试 证 之 ， dy | 


第 四 节 Lehmer 问 题 


设 c 尖 0 是 次 代数 数 ,e = ciyas ,ou 是 w 的 最 小 多 项 式 
的 全 部 零点 ，a, 是 a 的 最 小 多 项 式 的 首 项 系数 、 记 


MCa) = lou| -Hmaxl1, le,l). 


需 c 是 代数 整数 ， 则 必 有 好 (ao) 关 1， 着 a 是 单 位 根 ， 则 : 
好 (xz)=1. 
1857 年 ，Kronecker 证 明了 ; 若 计 (ag)=41, 则 a 必 是 单位 
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”1933 年 ，D.H .Lehmer 提 出 这 样 的 问题 ， 对 于 任意 给 
定 的 e>0， 是 否 存在 非 零 的 代数 整数 c， 使 得 1<M(c)<1 
十 67 

下 面 ， 我 们 给 出 一 个 关于 Lehmer 问题 的 定理 ， 用 以 说 
明 Schneider 注 法 的 应 用 ， 三 

”定理 3 ” 若 a 是 dL 之 d,) 次 代数 束 效 ， 则 a 充分 天时， 
必 有 常数 C1 >0, 使 得 当 


M(a)<1+ ia 和 jn 
时 ，g 是 单位 根 ， 
证 明 ， - 
=[C 2dlogd], Ks= 2N, 


0 0: 是 常数 (下 面子 以 确定 )， 
logx 表 示 对 数 函 数 取 主 什 的 分 支 ,… 即 = 过 TnlogX 二 x ， 
由 Dirichlet 原 则 ， 在 数列 1, 2 ,… ,1,20K 中 总 可 选取 数 
?1 <?, < rr, 


使 得 
max loge I 1 "(loga") | < 
SS 
a ; re : 天 
8; =min In(loge ), 0=01+- 90; 
1 丰 EK 
则 
x 
max |In(log as) -10| 大 -20 《37 ) 
kek ; 
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考虑 殉 数 
fa) em 3 aas 


由 第 二 章 定理 3,5 Wo 
1<I<d), 使 得 

oe b= aero (1&nEN), . 
而 县 


4 2kd( ,了 max(1, 


9 


/BKdMG YY 一 1 (20KN 4d) 


= VIKdM20KN + (38) 


1 
其 中 几 =(M(a)) 4 . 


下 面 ， 我 们 证 明 ， 当 ddo， Es 
fn)=0, N33, {39) 
当 # 忆 NN 时 ，《 39 ) 式 显然 成 立 ， i n<] 
(世人 ) 时 成 立 ， 下 面 证 明 必 也 有 (7+ 1) =0， 
由 解析 函数 的 极 大 模 原 则 ， 以 工 表 示 园 |z| = 27+1, 则 
由 
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FI+D | | 


< max 


HU) | zer | H(i) 


0 + DIS SA (40》 
“0 
其 中 和 
nef eV CR e*121+1), 《41 》 
a 
A= max ee iets 20Klogla| 
1 和 8 二 
WE | 《42 》 


显然 可 以 假定 |a| = 区 ， 于 是 


©C, ; 
1< lol<MO <1+ ， 


由 此 利用 不 等 式 logKI1+x)<x (x 之 0), 得 到 
0 ng)e en ‘ 
清太 局 适当 选取 C1 可 使 


zsD4sGj 1 | ae dead ‘oir } 
站 区 
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由 此 及 ( 40 ) 、( 41 ) 式 得 到 


OO + 1) EV 2 (Kd) MN tdg id 2 入 


SV DKAY MKN SA MA)) 1, 0 


I2 TKR MAKN, ( 43) 
另 一 方面， 出 于 a 是 d 次 代数 整数 ， 所 以 


TIR K dud 
B=f(7+ Ie (te 之 ia tet) 


也 是 4 次 代数 整数 ， 因 上 此， 如果 B 关 0， 那 么 它 在 (a) 上 的 
范 数 


I b>], - | 44) 


其 中 B= 8 8: ps 是 8 在 Q(a) 上 的 共 毗 数 ， 显然 ， 对 证 ， 
2<i<d 有 


SI [+ (了 +1 ) 
184 = | 2 amet 四 | 
Le M2 KdyMart ti max{(1, | wii Yar Ja +d 
于 是 Re 
d a 
| I18, | < 2 Kid M:N+d)d-1 
i=2 | 
d 
(max, el) mts 
jim! 
<(Y 2 K2d?M20KN A (M(o)) st J+i ) 
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EKAMGY HAR) 

由 此 及 ( 43 ) 、( 44 ) 式 得 到 
7.2- KMaKN FT +1)|=18|>(KR' 
(M(a)) KC T+1))-1, 
OA 
SIK MCG YK T+1 ) ， 

Tog2< log] + 5dlogK + 64K (T+ 1)logM (ao), 

- 对 于 确定 了 的 Ci， 取 中 完 分 大 、C 充 分 小 则 有 

Tlog2< 1og] + 5drog (Csdlogd) + 64Csdlogd 


+ Da 

<log]+ 6dlogad + 可 log2.7 
但 是 /过 NN>C， dlogd ~ 1， 洒 紫 ， 若 取 C :充分 大 ， 也 充分 
大 , 则 上 式 是 不 可 能 成 立 的 ,这 一 矛盾 说 明 ， 若 适当 选取 C，， 
Ci.do 则 B= 了 C7+1) =0， 这 样 ， 用 归纳 法 证 明了 0 
式 ， 即 

K 4d 6 证， 

安 a" 0,Cn=1,2,.…). 
由 于 an(1<1K,1<<! 志 4d) 不 全 为 零 ，4 是 4 次 代数 数 ， 所 以 
A(1KK) 不 全 为 零 ， 因 此 , 至 少 有 KK， 1 所 Fk, 所 
使 得 


站 rk 


即 x 是 单位 根 、 
证 毕 , 


”第 六 童 代数 数 对 数 的 线性 形 式 


emzsboan 一 Schneider 定理 册 A .Baker 将 两 个 代数 数 
对 数 的 线性 形式 Biloge， + hloga, 推广 到 x 个 代 数 数 对 数 的 
情形 、 他 研究 了 

A=B8,+ bilogal t+ bilogor, os 1 ) 
其 中 Bo 8 Pry 以 及 1，…… ,as 都 是 代数 数 , 而 logz 则 是 
对 数 函 数 的 任 一 固定 分 支 . 
Baker 方 法 是 ensgonzn 方 法 的 发 展 ， 使 用 了 更 为 复杂 
和 巧妙 的 内 揪 方法 和 复 变 :函数 理论 ， 取 得 了 深刻 的 结果 . 
Baker 方 法 及 其 结果 ， 对 超越 数理 论 的 发 展 产 生 了 巨大 的 影 
啊 ， 并 被 用 于 其 他 数学 分 支 。 


第 一 节 Baker 定理 及 其 推论 


在 本 节 中 ， 首 先 领 述 Baker 定 理 以 及 由 此 得 到 的 几 个 重 
要 结论 , - 

定理 1 (Baker) . 设 Q1,…,0m 是 韭 零 代数 数 ,1oga， "ny 
log&, 在 Q 上 线性 无 关 , 则 对 于 任意 不 全 为 零 的 代数 数 8。，B;， 
"+ Bn 有 0 
Bo+Bilogas + … 十 pologan 坟 0 

这 一 定理 的 证 了 明 放 在 下 一 节 . 下面， 叙述 由 此 定理 以 
推出 的 几 个 结论 . 

定理 2 设 clans 其 非 零 代数 数 ， bo 二 是 任 
意 的 代数 数 ，P。 关 0, 则 : 
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Bo 十 Bioga 十 … 十 Bnlogas0, 

证 明 。 当 n= 0 时 ， 结 论 显然 成 立 . 

假定 结论 对 于 #<m 成 立 ， 下 面 证 明 当 #= 妨 时 结论 也 成 
立 ， 
”车 loge1,……,logawn 在 Q 上 线性 无 关 ， 则 由 定理 1 可知 
结论 成 立 ， sn 

若 loga1，… ,logam 在 Q 上 线性 相关 ,那么 必 存 在 不 全 为 
等 的 有 理 数 p,,… ,pwm, 使 得 
: pilogei t+ + oniogan= 0, 
不 妨 设 pr 关 0, 此 时 


p(Bot Blogart .+ Bnlogan) 
| = Bo’ +P’'logart + Br’ logcn， (2) . 
其 中 


po =prBo#0, 和 = Dr8i 一 DB (1 EISEm). 
因此 ,(2) 式 右 端 实际 上 是 关于 1,Iogael，loge. -ilogaryi， 
… ,logan 的 线性 形式 ， 由 于 已 经 假定 定理 结论 对 于 za<cm 成 
立 ， 所 以 
pABot Bilogar+ + Bnlogan) 0., 
由 此 即 得 到 n = zm 时 的 结论 . 
定理 由 归纳 法 得 证 ， 
证 毕 . 2 
定理 3. 对 于 任意 指 非 零 代 数 数 wy ,0w, Bo ,Bi ,Bes 
CN 人 1 月 1 Ga 
必 是 超越 数 . 
证明, 车 
ehogidle ttn = nt1 


I0# 


是 代数 数 ， 屠 和 i 

Bilogart+ Pelogas + + Bloga,.— logarts 

(= 天) 

是 非 零 代数 数 ， 这 与 定理 2 矛盾， 因此 cwi; 1 不 可 能 是 代数 数 . 
证 毕 ， 二 
定理 4. 设 Q1 ps0 是 异 于 0，1 的 代数 数 ，81， ,PB 

是 在 Q 上 线性 无 关 的 一 组 代数 数 ， 那 么 

Biloga1+*…+pb,logas¥0. 
证 明 . 当 #= 1 时， 定理 结论 显然 成 立 ， 
设 结论 对 于 ?2<Y 成 立 ， 今 证 明 当 ?= 黄 时 结论 也 成 立 ， 
车 1loga1,…,1oganm 在 Q 上 线性 无 关 ， 则 当 n=m 时 的 定理 
结论 可 由 定理 1 得 出 。 
车 loga1，… ,1ogan 在 Q 上 线性 相关 ， 那么 ， 必 有 不 多 为 
等 的 有 理 数 p,,… ,Pm， 使 得 
Pilogar + + Onlogan =0, 

不 妨 设 pr 关 0， 于 是 
orfpilogel tr + Blogoan) =B1 iogwl + "+ 
+ Pr/'logon, 

其 中 | 

‘=0.Pi- oPr, (1<iEm). 

在 上 式 右 端 ， 由 于 8. = 0， 所 以 它 其 实 是 关于 logalylogas， 
logar-l1ogwrri ylogaw 的 线性 组 合 ， 硬 且 由 于 Pi， 
Bo 在 和 上 线性 无 关 ， 所 议 

Bi Bey Brrr pn’ 

在 Q 上 也 线性 无 关 ， 因此 ， 由 归纳 假设 可 知 

Bi'loga!+ ‘t+ Po!logan0, , 

从 而 得 到 当 n= m 时 的 结论 ,定理 由 归纳 法 得 证 . 
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推论 1, 设 &1 pa 是 不 为 0 或 1 的 代数 数 ， 义 设 1， Bis 
"sb, en 则 . 


QAleasBn 
是 超越 数 . 
证 明 . 令 
iAle Ann = nr 1 
则 a 
Bilogalt+ :+ bloga,— logan?! = 0., 


由 于 1，B1,…,P, 在 QQ 上 线性 无 关 ， 所 岂 由 才 理 4 可 知 aw? 1 不 
可 能 是 代数 数 . 


推论 2 . 对 于 任意 的 非 零 代数 数 4 与 8， 数 
XxX.+loge, er+8 
都 是 超越 数 . 
证 明 .由 
A tlogg= ~ilog(—1)+loga 
并 利用 推论 1; 可 知 z + logw 是 超越 数 ， 
由 
eax+ 月 二 e 有 一 1 经 
及 定理 3, 可知 esp 是 超越 数 。 


第 二 节 指数 多 项 式 


为 了 证 明定 理 1， 需要 证 明 两 个 引 理 ， 为 此 ， 首先 引进 指 
数 多 项 式 ， 即 形 如 


2) = 寻 Eh: 
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TA ri ra EE -ov vi 


的 函数 ， 在 本 节 中 ， 将 对 指数 多 项 式 的 零点 个 数 做 出 估计 ， 
引 理 1 。 设 P1s'''， pb, 是 正 整 数 ， ai， ti 部 是 任 意 复 
数 ，z2 是 复数 ， 记 


n=p+ +p， = max bol. 
l<re! 


则 存在 多 项 式 


天 (2 3 Ga 


满足 下 面 的 条 件 : 
如 31 di! 
(1) ariP(e) = -731 (eo) | 
| 二 
(Si<t,1<ie)} (3) 


. 坟 恒 
CGD) BDilel < eel 六 lz C4) 


证 明 . 为 叙述 方便 ， 记 
《2 《2010 
其 中 右 端 每 个 wj 出 现 方 次 . 
以 I 表示 园 周 1]z|= 8 +1,DD 表 示 区 域 |z!<8+1s 对 于 
任意 鸭 5ED,zE 了 ， 以 及 任意 的 wi 容易 证 明 


1 _ 1 Ew 1 
2 一 二 -WwW, tow © ZE* 
由 此 及 归纳 法 可 以 推出 


Huw) HO-w) 
: 《5) 
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对 于 任意 的 自然 数 7 成 立 ， 其 中 规定 
I(t -ws)}=1., 
S11 

因此 ， 由 Canchy 积 分 公式 可 汲 ! 


e004 


1 
06 二 -oo , 
eo 2 1 Edz 


过 To, lI (6E—w)—R (tt), 


此 处 
C= | Bl ws) dz(1<in), (6) 
~ z 
R, Rb) a Wa). 3 je 0 
¥ 0 :有 (zx) za =0， (1&i<l,1<ieD,) 
拟 让 多 酸 式 
Plz) = 3 C,H Gow) 
满足 (37 式 ， 
下 面 证 明 (4 ) 式 ， 
令 


If {z= WW) := 加 4, ts). 
容易 看 出 ，4,,; 是 Cr;3i -1 个 形 如 
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Re A cr 栖 1r -or wwecst mei 


Ww 《ri 
的 数 之 和 ， 因 此 

[二 EC (rz0,1i<i<nzy。 
于 是 ， 由 


or tu 
= 和 CG+ 沁 1 Ars, 
得 济 
ICil< 3 ry a 
< re ， (I<i<n),. 〈7) 
另 一 方面 ， 令 


P(z) = De, 
则 由 《7 ) 式 推出 


Ci 2 人 2 1 ol 


= ty Cr 也 ) | ,0 


IG-Dial< DIC | i 1 部 (z+ 8)) i gm0 


<ejzo|2 3 到 三 


这 |z, be ( 了 了 
es 


于 是 
Bui-Dilal< ol 51 1z| 和: 


ial jemi 


二 |zo 1 纪 j 一 1 2 
有 p20 名 《7 一 2 


<0lel+D9 Dia, 
此 即 《 4 ) 式 . 
证 毕 ， Ws 
当 [ 理 2 设 Qs… p19p1i…yPi，# 以 及 吧 的 意 义 同 于 
引 理 1 ， 设 o>0， 则 函数 
p 
F(z) = TD brien(A0) 
而 地 了 F141 本 


在 1z! 忆 p 中 零点 的 个 数 
n(0,0)<2(n-1)+ 5%p. 
证 明 , 设 z, 是 任意 复数 ， 则 由 引 理 1 可 知 , 对 于 函数 


F(rz) = 2 Br ile erane, - 
存在 多 项 式 : 
A Ha 
满足 相应 的 《 4 ) 和 (3) 式 以 及 
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dy-: 和 
1TP(z) =ra dz- ze "7) [a ras 
= A 了 一 工 CraReD . 
因此 
1. Pk df 1 K + 一 
ms 1 ! 
1 四 了 
_ 晶 二 zi-1 
和 1 轴 Ci 一 7T-1prakz 
2 a, 51 Dl bsr!-! i a ) 
fm] k=1 1=1 “= 
证 i1—1 
ee -9 i 
fm . 


2 二 人 0, 


利用 (4 ) 式 ， 得 到 
FSDG-Del cy 


di-i 
JE(rz) 


二 
imli 


其 中 | 了 ,表示 F(z) 在 |z1 所 + 上 的 最 大 模 。 由 上 式 得 到 ， 当 
天 > 时 


IFla<|Fl, on leas 
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Rr" y* 
eR C8) 


吕方 面 ， 由 第 五 章 引 理 1, 下 面 的 不 等 式 成 六 
(R>7,R>p) LD 


es R?: 一 
logl Pl,<iog|Fla—n(0,0) log 蕊 5 了 的， 
由 此 及 《8 ) 式 ， hs 有 


要 
nt0,p) eR oer + log | (R27Y 


: R 民 
QR+r)+ (nr-1) OR +log-R-7 


YT Rr 应 


RR 
SQ(R+7)+ (N11)log— 


当 f=1 时 ， 引 理 结论 显然 成 立 ， 因此 不 妨 设 n>2, 此 时 上 面 
的 不 等 式 可 以 写成 


n(0,0)log 元 730600 7) 


+ (ne-D(log 一 +) (9) 


取 R=187， ?= 六 0 , 


Ra -ro 、 
两 CT+OS 人 2， 


Lit 


TT i 


= logl8 + 一 -一 17 


将 这 些 数值 代入 (9 ) 式 ， 并 做 简单 佰 计 ， 即 可 得 到 ?| 慎 结 
论 ， 
证 毕 . 


R 站 
log + RR-7 


第 三 节 Baker 定理 的 证 明 


”为 了 叙述 简便 ,我们 只 给 出 8。= 4 时 的 定理 1 的 证 明 ， 基 
证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 1”′ 设 al，… ,wei 是非 替代 数 数 ， 且 ]bgariylogas， 
"slog&n? 1 在 人 上 线性 无 关 ， 则 对 于 任意 的 不 全 为 零 的 代 
yy SS s Duet > ， 
Dilogal 十 十 BlogavtpkrloganpT 关 0。 
` 证明 ,着 定 间 结论 不 成 立 ， IT 
‘br? 1s 使 得 
Bilogal + "+ Biilogani1=0. 
不 妨 设 BP,? ,= ~1 .于 是 上 式 成 为 
loganTi = 有 Blogal 7 + blogan,. (10) 
下 面 要 由 (10 ) 式 导出 一 个 矛盾 ,从 而 证 明定 理 航 结 
论 ， | 
”以 N 表示 充分 大 的 上 自然数 ， 并 记 
四 Na2nt2 ， : : 丰 二 Nr . | 
(i ) 首 先 证 明 、 存在 不 全 为 零 的 有 理 整数 p11， i 


MT ONLEL LEN, LEISNT1), 消 怀 名作 


Nt 4 a 
i, er An+t1) | Se 9 


人 


而 且 使 得 下 面 的 等 式 成 立 ， 


F(h) =0C0<h<N), | (11) 
其 中 ee 
汪 算 了 2 pldis ,AnT1) Ol 


°° 站， a 


PCD= BD, ps hry 
a "nin 4 
Yi= 4;+Ar1B;. (1<ie), 
OT tn tTET-1 TO0TEZ (< 从， 
以 下 ， 为 方便 计 ， 记 
T= (T°, Tn). 
-为 了 证 明 上 渤 缚 论 ， 我们 指出 ， 由 《10 ) 式 可 知 ，(1D 
式 即 是 


2 > Bi ee 

‘On i , 

(0<sp< AN ORT1+ .+t ST 一 1，ri320， 

TEZ,1<icn). . (12) 
现在 ， 视 D(A41，… ,4.71) 为 未 知 量 ， 那么 上 式 就 是 关于 (L+ 
1)"! 个 未 知 量 p44 (0 和 LL,1&1# 涉 1) 的 


NC (< NTa) 
个 方程 。 将 每 个 方程 乘 以 


了 1 


ar 


《站 op 1) (oe), 


就 得 到 一 组 新 的 方程 ， 其 中 未 知 量 b( 和 1，…,4,71) 的 系数 是 
代数 数 域 K =QCai,…ayi Pi, ,81) 中 的 代 数 整数 ， 而 
且 对 王 任 一 个 系数 《 设 为 8) ， 有 估计 式 


YY ep) 
. iB NNT :i. hE LN i 
"CEC + B.D) LO) 


名 71 千 不 
EOCTC NLTexp( "+3)N looN), 


其 中 Ci,C; 是 只 与 91，…,0nt1;B1，,…',B, 有 关 的 常数 ， 
设 4=[K;Q]. 
在 第 二 章 定理 4 中 ， 取 的 数值 为 ( 工 + 1)s+1， m 的 数值 
为 NC"rio， 则 
dm dNTr 
ee 


dNs(2n++ )+1 


因此 ， 存 在 不 全 为 零 的 有 理 整 数 

ra Pe (0<heL,1EIiGn+1), 
使 得 (11 ) 式 成 立 ， 而 县 

max| pth ,ht) | SV 2NT 


rE -二 了 此 十 电 1 
seXp(znx+2 jn loaN)N < er 1 
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( ii ) 其 次 ， 我 们 用 归纳 法 和 证明， 著 取 S=2(z+1) ， 
那么 ,对 于 任意 的 非 负 整数 * 生 3 ,有 
F(Ah)=0 《 13) 
对 于 


OhLN:t!l OCT + Th < 去 -re 2 ,ti>0, 


1<<i<n 成 立 ， | 
事实 上 ， 当 s = 0 时 ， 这 就 是 ( i Le bla se, A s) 
的 条 件 ， 所 以 ( 13 ) 式 当 然 成 立 ， 
假定 ( 13 ) 式 对 于 #1(1<<s<5) 成 立 ， 部 : 
F(A)=0 ( 14 ) 


对 于 0 QTit tT < je 成 立 . 
由 Leibnize Nike 
T (2)= - Er a lb, "htt) 
41 一 0 Ae+1”™ 


ye 


L L 
Ss 有 之 40 


0 


天 
3 Fo Tloge)® 
0 十 二 Go 一 天 
0<Oi<SK 
‘(yalogan) nr * CIPO" 
~ py toillose)" + 
o, 十 0 十 条 富 > 1! 
0 
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“(logan) en F, ,lz). (15) 
因此 ， 对 于 


OkLN:, 0<h< 0 + "< 二 


由 (14) 及 (15) 式 得 到 


ar 
dm tz)=0, 


即 FF,(z) 在 每 一 个 点 z= PEZ,0O<A<N: ,都 至 少 有 一 个 


在 第 五 章 引 理 1 中 ， 取 本 
7 = Nt!, R=N:+, f(z) = 下 (z)， 
则 可 得 到 


n+ 1 机 st te La 
|fla<(L+1)"e (CsL) 4 


ed Oe . 
其 中 Cs 和 ;Cs 都 是 只 与 dls ”9 Gay1 有 1 ,8 有 关 5 常 
数 .利用 该 引 理 的 结论 可 见 到 ， 对 于 

0<zY1 十 十 tr 一 -去 -， ORENstl, 


上 T 
log | FOR) | lor| Fr 和 ae iogl Pla-N:| 35 ] 


:T 
log -~ 和 Ci 3 Adi -Cr logN, 
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FOI exp (iNemetlog N). C10) 


另 一 方面 ，F,() 是 K 中 的 代数 数 ， 而 且 它 的 分 母 和 杭 
分 别 是 


mF < (Im )7 (这 mc) 


N2ntst4 


{17) 
FT CL+ tieN LTC TC Lk 


N22n+ 二 十 了 


< 。 (18) 
由 上 二 估计 式 ， 利 用 第 二 章 引 理 4 可 以 知道 ,如 果 F,(h) 关 0， 
那么 应 有 

log| Fh)!2- (3 一 1yNasttt， ENaattt 

> 一 2CMN2nr4t1， 
这 与 【《 16 ) 式 了 矛盾， 0 必 是 F,(h)=0 


对 于 0< 和 ri + … +rn 之 下 一 3 ，0<j<N2eI 成 立 , 即 《314 ) 


式 对 于 是 成 立 的 , 
《 ii ) 的 结论 由 归纳 法 得 证 . 
《iii ) 由 上 面 的 结 § 论 及 ( 15 ) 式 可 以 看 出 ， a 
成 立 的 条 件 下 , 池 数 了 F(z) 满足 
T 


dt 
———"F = 0， 上 
dzh (2) 多 二 万 a ns 


OhCN2 1) 1, 
因此 ， 若 以 x() 表 示 F(x) 在 1z|< Ni osa 中 的 零点 个 
数 ， 那 么 
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全 3 s 
CP) 之 pu N22" ttnt3yA in tonte 


02{n+1 ) 
(19) 
另 一 方面 ，F(x) 是 一 个 指数 多 项 式 ，- 


2 
F(z)= Phers’, 


其 中 履 = (IL+1)"*!， 而 ww 具有 
Ailoge1 + + Any slOEGat 1 
的 形式 ， 由 于 loga1,…,10gen+1 在 QQ 上 线性 无 关 ， 所 似 wh， 
互 不 相同 ， 此 外 ， 有 估计 式 
=max|w|<CL=CeN’"?, 
因此 ， 册 引 理 2 可 知 | 
HCF)E2CL+1)"™! -1) 5r Nt tint9 
CN CaN tonte, 
这 与 ( 19 ) 式 矛 盾 . 这 矛盾 说 明 ，《 10 ) 式 不 可 能 成 立 ， 由 
此 证 得 定理 1 . 

证 毕 。 

利用 本 节 的 方法 ， 使 用 更 为 精细 的 估计 ， 则 可 给 出 线性 
形式 ( 1) 的 下 界 估 计 。 这 样 的 估计 可 用 于 许多 理 论 问题 和 
实际 问题 的 研究 ， 例 如 对 不 定 方程 的 研究 ， 

下 面 ， 举 出 一 个 关于 线性 形式 下 界 估计 的 定理 。 

设 1 9 是 不 为 零 或 1 的 代数 数 ， Bos**, Bn 是 不 全 为 
零 的 代数 数 ， 设 它们 的 次 数 不 超 过 4d ，a; 的 高 是 4,{ 之 4)， 
(len)，Bj(1 和 jn) 的 高 不 超过 B( 之 4), 并 记 

R= AA,'d,, 
定理 5 车 (1) 式 中 的 线性 形式 4 于 0， 则 必 有 估 计 式 
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- 141S (B80) Clg 由 
其 中 
C= (16nd) om", 627/ = /logA,. 
此 外 ， 如 果 P。 =0 且 站， ba Pp 是 有 理 整 数 ， 那 么 当 
4 关 0 时 ， 有 
141>8 a 
关于 这 一 定理 的 证 明 及 其 他 有 关 的 结果 ， 有 兴趣 的 读者 
可 参 署 有关 专著 或 文献 (如 例 ,A ,Baker,， 《Transcendental 


namber theor gy), 


-Clor®’ 
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第 七 章 超越 性 度量 


， 本 章 首先 给 由 起 越 数 的 一 个 必要 条 件 ， 即 们 数 基 的 充分 
条 什 . 此 后 ， 引 进 超越 性 度量 与 逼近 度 ， 并 指出 它们 之 间 移 
关系 ， 以 及 代数 数 对 数 的 线性 形式 下 界 与 超越 性 度量 研究 的 
某 些 联系 ， 

做 为 研究 超越 性 度量 的 例子 ， 给 出 了 数 < 的 一 个 超越 性 
度量 ， . 


第 一 忆 超越 数 的 必要 条 件 


引 理 1 . 设 P(x) 与 Q(x). 分别 是 次 数 为 少 与 4， 高 为 
8 ja sn 它们 没有 非常 数 公 因子 .， 则 对 
于 任意 复数 > ， 


aa ,QOD Sorohr ha 
证 明 . 设 
P(X) =a0xt + +a,, 
Q(z) = Po 十 
， 由 于 它们 没有 公共 零点 ,所 以 它们 的 结 式 不 为 零 
R00， 
,此 处 ， 
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0 - 0 bb, 二 bo 
”首先 考虑 | z | 所 1 的 情形 . 将 上 面 的 行列 式 的 第 i 
(2<i<p+g) 列 乘 以 zi-! 并 且 将 它 们 都 加 到 第 一 列 ， 


就 得 到 
p (2) ao-1 "G0 0 0 0 
zplx) tp Pr An 0 0 
及 一 za-ip(z) 和 Gp ane an 


- Ee “bb 0 : 0 


Od “be bay bo 


由 于 卫 关 0， 所 以 |R| 之 1 ， 因 此， 利用 Hadamard 不 等 式 
可 以 得 到 "i 


1<R<maxC|P(z)|, 10(0) 1) hp + + a) 


于 是 证 明了 3 引 理 ， 
对 于 | > | 之 1 的 情形 ， 可 以 将 行 列 式 呈 的 第 i 行 乘 以 
> “9 +， 然后 加 到 最 后 一 列 ， 仍 可 得 出 引 理 结 省 论 ， 
证 毕 ， 
引 理 2 ” 设 z 是 任意 复数 ,P(x) 是 高 为 ,次数 为 4 的 有 
理 整 系数 多 项 式 ，P(x) 考 0， 而 且 |PCz)| < 1 ， 则 存在 自 
然 数 下 与 不 可 化 的 非常 数 多 项 式 Q(x)， 具 有 有 理 整 系数 ， 


A22 


EO Te 


而 且 满 足下 面 的 条 件 ， 
(Ci ) Qi(x)1P(x)， 即 存在 有 理 整 系数 多 项 式 (x)， 
使 得 。 P(x) = Q(x)H(X); z 
Gi) IQ eIP() oer + logh) 
证 明 . 记 
P(x) = P(x)P, (x)..P,(x), 


其 中 Pi(x) 是 某 个 有 理 整 系数 不 可 化 多 项 式 的 等 ,而 :县 、 


P(x) 与 P(x)( i 大 7 了 ) 没有 非常 数 公 因子 . 
不 妨 假设 训 字 2，71 疡 2， 而且 
[Pi(2) | SIP,(2)| [Pn(z)|. 


IPG)| = I 1P:(51<1 


可 知 ， 必 存在 自然 数 ! ， 使 得 
|Pi(z)…P-i(z1 |PICz)…Po(z)1|， 
[Pi(2):"PAA) | < PCz PaC21，， 

令 
Ri(x) = Pi(z)…PL-i(z)， 
R,(x) = Pi(x)-… Pa(x), 

并 设 它们 的 次 数 和 高 分 别 是 n,n 与 ,h，， 则 由 I 理 1 得 

- Os | 

RG 

由 此 ， 并 由 第 二 章 定理 5 的 证 明 过 程 可 见 到 


(ROD) he) ( A ) 
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辣 理 可 得 
1 a PA ( Ae Gr De -2 的 
因此 ， 由 
PCz)= 开 Po Pa HP:(2), 
得 到 和 
PDTSIPCOOT( -全 二 全 人)” 
< PCzy1ec2n(n+ logh). : 


显然 PX) 具 有 Q(X) 的 形式 ， 和 而且， 出 于 
i102) 1 1 ， Q(x) 0,， 
所 以 了 Pi(x) 不 是 常数 . 
定理 1 。 设 8 是 超越 数 ，Pi(x)《 i 之 1 ) 是 次 数 为 n;、 
高 为 hh 的 有 理 整 系数 多 项 式 ， 而 且 
NACni, logh<loghiri eC,logh,., 1 
Ci>1), (1) 
其 中 &1,C; 晨 常数 ， 则 存在 无 穷 多 个 i 值 及 常数 C，， 使 得 
loglP,(6) | -Csn.Cn+loghi), 
证 明 ， 若 定理 结论 不 上 成立， 那么 对 于 任意 的 正 数 Cs 存 
在 自然 数 1,， 使 得 当 i 关 io 时 ， 恒 有 
1ogPi 人 ED) < ~ Cnn + logh), 
[P(E)]<1. 
由 引 理 2， 存 在 不 可 化 多 项 式 的 车 0.(*) | P,(z)， 使 得 
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tog [QCx) | <log {PiCx) | + 2n(n; + logh;) 
<-(Cs 2) nu-(C ~ 2)nlogh, 


《<.2) 
此 外 ， 由 第 二 章 引 理 5 可 知 8,{x) 的 高 万 不 超过 emih 有 i。 ” 
下 面 证明 存在 正 整 数 i 使 得 当 12> 11 时 所 有 的 Qi(x) 
都 是 同一 个 不 可 化 多 项 式 Q(x) 的 塞 《 不 计 常 数 因 子 ) . 
事实 上 ， 着 Qi(x) 与 Qi71(x) 没 有 非常 数 前 公 估 式 ， 那 
么 ， 由 引 理 1 可 知 对 于 任意 的 z， 


max( [GOikz)| [Qi.71.(2)1). 
> {n+n71) MR A 《3 》 
因此 
log {Qi(2)| > — Hm +nri) og + m7) 


—HP1logh, ~ nilogh,?1, (4) 
求 


log]Qi31(2)) > -六 (ni + log (n+ nes) 


— nitilogh; — ,logh, +1, (5) 
若 ( 4 ) 式 成 立 ， 则 由 (1) 式 得 到 z 


log]Q(2) > -3 1 +C)niog(n( 1 +C)) 
—Cini(n+logh,) mn (nti + loghy1) 


> -( 1 +Ci)ilogCu( 1 +C1)) 


了 25 


—Cin(n+logh) -nt(Cnm + Clogh,). 
当 Ca 充 充分 大 时 ， 上 趟 与 《 2 }) 式 了 矛盾 
若 (5 ) 式 成 立 ， 当 Cs 充分 大 时 ， 同 样 可 以 得 到 与 (2) 
式 了 矛盾 的 不 等 式 。 
这 样 ， 我 们 看 到 ， 只 要 取 Cs 充分 大 ， 那么 必 存 在 不 可 
化 多 项 式 Q(x), FE 之 和 有 


Ox) = 0 (Qe))’, jez 
显然 大 委 2r， 因此 (2 7) 式 给 出 
loglo()1<- (Cs ~ Dm ~ (Cs -3)logis > 和 
由 此 可 见 专 应 满足 
”Q@(5= 0， 
这 与 是 超越 数 的 假设 蔬 盾 ， 从 而 证 得 定理 . 
证 毕 ， 


第 二 入 超越 性 度量 、 


以 i(n, 有 ) 表示 次 数 委 如 、 高 去 大 的 有 理 整 系 数 多 项 式 
所 成 的 集合 。 对 于 任意 复数 8， 记 
~ ®(Eyn,h)= min |P(E)|. 
PE Mm(n, hk) 


7, 


”如 果 & 是 代数 数 ， 那 么 ， 当 4 之 n。， 上 有 之 有。 时， 应 有 
P(E1n,h)= 0 ， 如果 二 是 想 越 数 ,那么 ,对 于 任意 的 nn 与 有， 
都 是 P(Eyn,h)> 0 ， 

定义 1 设 上 是 超 越 数 ， 若 存在 正 值 汶 数 f(x,y)， 和 使 
得 对 于 任意 的 非常 数 多 项 式 PCx)E (rn,h)， 有 
[PCE) > 
对 于 一 切 n EN，hEN 成 立 ， 则 称 f(z,4) 是 5 的 超越 性 度 
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量 菌 数 ， 或 称 为 超越 性 度量 . 汪汪 

由 Dirichlet 原则 ， 容 易 给 出 超越 性 度量 的 一 个 上 上 罚 估 
计 、 

定理 2 若 f(N, 呈 ) 是 & 的 超越 性 度量 ， 则 


eu, EER, 
FN,H)< (i 0 


证 明 . 车 ER. 令 
y =Co tCET CwEN. 
显然 ， 对 于 每 一 组 有 理 整数 Co,…,Cy, 0 所 CH . 
(0 < i <N)， 有 唯一 的 一 个 y 值 与 之 对 应 , 而 且 


N N 1 
H Omin(0, EEyS HE max(0,®). 


因此 ， 所 有 的 g 洲 在 一 个 长 度 为 囊 (1 + 18T+，…+ 伟 In) 的 
区 间 内 ， 由 于 有 (万 + 1)*+! 组 不 同 的 (C。，…;Cw)， 所 以 ， 


由 Dirichlet 原则 ， 有 至少 有 二 组 不 出 的 、. 
{1) €i} 


Os, (i =1,2) 

所 对 应 的 y 值 的 距离 不 超过 ee 
(H+ 1 -n+1) * (1 和 [二 17》 
CC Cr! (0<i<N), 


则 |C,|< 如 ,而 且 
(Bos Ter Hh 
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<eliNH*i 
其 中 4,=41(&)， 由 此 得 到 定理 关于 实 超越 数 的 结论 。 
如 时 5 苇 R， 那 么 ， 令 如 = + 75， 则 
3 =Co+…+CNER 一 Coao 十 十 CNGN 
+ i (Cobo t+ tCwbn), 
由 此 并 利用 前 面 的 方法 ， 即 可 得 到 定理 关于 非 实 数 的 超越 数 
的 结论 ， 
证 毕 ， 
在 关于 超越 性 度量 的 定 义 中 ， 集 合 观 (n, 包含 了 一 切 
次 数 蕊 n、 高 所 上 有 的 多 项 式 . 下 面 的 定理 指出 ， 在 研究 超越 
性 度量 时 可 以 只 考察 不 可 化 多 项 式 . 
定理 3 设 p(x, 引 是 定义 在 x EN, y EL1,%) 上 的 实 
值 通 数 ， 且 满足 笨 件 ， 
(Ci) gntm,s+ 让 产 p(n,s) 对 于 自然 数 x*， 非 负 整数 
霓 ， 凡 及:s 之 1 ,1 实 0 成立; 
(ii) p(n,s)>ns, nEN,s >21 | 
(iii) wp{on,os optn,s), EN DT oEN.. 
设 § 是 超越 数 . 如 果 对 于 一 - 切 非 常数 的 不 可 化 多 项 式 Q(x) 
EZLx]， 有 
(Q@(E)|>exp( ~ 9(d(Q),s(0))), 
则 对 于 一 切 非常 数 的 多 项 式 P(x)EZ[x]， 有 
IP(5)|>exp( ~29(4d(P), 2s(P))), 
其 中 ， 对 于 多 项 起 R(X)E Z[x]， 记 d(R),hA(R) 分 别 为 它 的 
次 数 与 高 ， 而 且 
s(R)=d(R) + logh(R)., 
证 明 假设 存在 非常 数 多 项 式 P(x)E€ ZLx]。 局 得 定理 
结论 不 成 立 ， 记 它 的 高 与 次 数 分 别 为 hi,d;， 并 记 51= 
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PT 和 


logh, ,出 
[P(E) lexp( ~ 29(d, ,251)), 
由 引 理 2， 存 在 非常 数 的 不 可 化 多 项 式 @(x)EZ[xl 及 kKEN， 
使 得 
OC) {PC), 
而 且 


1QCE) 1: S|PCEY) « e2d1 (ds + logh,) 


= IP(E)| e2d1S! exp( ~ 29(d1,251) + 2dis1). 


《 ?了 》 
由 假设 条 件 (ii)， 
gp{ld1,251)>24ds,, 
所 以 (47 ) 式 给 出 


lO se- P4251), 


1ecE) {< oe hpd1,251) (C8) 
设 QCE) 的 次 数 为 4,， 高 为 1,， 由 第 二 章 定理 5， 


hiedih, 。 


由 此 及 显然 的 不 等 式 


:所 ~， 推 知 
d| _1 和 
S = 4d,+logh, + Ed1+ logk,) 
<2(di+tlogh)= Zs,. 
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利用 此 不 等 式 及 假设 条 件 和 《 8 》 式 ， 得 出 
1Q(8)|< ookds, hs) ld,52) 


但 CQ(x) 是 不 可 化 多 项 式 ， 上 面 的 不 等 式 是 不 可 能 的 ， 从 而 
得 到 定理 的 结论 . : 

证 毕 ， 加 

对 于 超越 数 &， 还 可 给 出 另 一 种 度量 . 

定义 2 ”以 M(z, 及 表示 所 有 次 数 < n ,高 < 的 非常 数 
的 有 理 整 系数 多 项 式 的 零点 的 集合 ， 如 果 存 在 函数 g(z, 幼 > 
0 ， 使 得 

min [a-E|>g(n,h) 
a€E M(n,h) 

对 一 切 n EN, h EN 成 立 ， 则 称 g(z, 们 是 去 的 遇 近 度 函 数 ， 
或 多 近 度 . 

为 了 说 明 超越 性 度量 与 逼近 度 的 关系 。 需 要 下 面 的 引 
理 . 

引 理 8 设 Q(x) 是 不 可 化 的 有 理 整 系数 多 项 式 ， 它 的 
次 数 为 > ， 高 为 4 ，a 是 它 的 堆 点 ， 则 对 于 之 2 ， 有 


末 


10Q’(a)| > (zs) (LCQYY- ("~2) 


» max(1,|el)"™’, 
证 明 、 设 . 
Q(X) = (X01) (x 0), 
并 设 cs= a 。 以 DLO) 表示 Q(X) 的 判别 式 ， 则 
[DOO)| = jg “IH le 一 oo 
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=1Q'C) la H le oil’, 

由 第 三 章 引 理 4( 取 nn = 2 ) 及 第 二 章 引 理 5 ， 得 到 
ie 
hi 1 
= gq]"-* I I le; -oa, 
i=2 j=2 

ha He lel 
Ei py t=2 j= 5 


je2 


. (3 Omax 《1， imex(t le? 


: . max(l,lail)-: ) RA ) 


“CL(Q))"i(max(l, ia Do . 


入 maxC1, lo Dy 3 =|go 人 站 


0 


“IT maxl1, el ) ee i 


(EQ))" ee z+ LQ ) "SS 


二 (2 二 ) (LQ) maxt 1,1al 7)=2n84 


因此 ， 注 意 到 |]D(Q)| 之 上， 就 得 到 


ler > (es ) 


(LQ 


maxt{t, al) 
下 面 的 定理 ， 说 明了 超越 性 度量 与 过 近 度 的 关系 ， 
定理 4 . 设 上 是 超越 数 ， 又 设 g(x*, 引 与 4(%, 拉 是 定义 
在 xx 之 1，g# 之 1 上 的 正 值 函数 ， 且 关 于 每 个 变量 是 增加 
的 . 
( i) 若 对 于 任意 的 高 为 的 747 次 代数 数 a， 有 
IE~ol>exp(— ptn,k)) (C9) 
成 立 ， 那 么 ， 对 于 任意 的 高 为 风 7 次 不 可 化 整 系数 多 项 式 
Q(X)《 Q(x) 不 是 常数 )， 有 
1Q(E)|>exp(—- p(n,h)— 3n°log(n+1)— nlogh ), 
C10) 
(ii ) 若 对 于 任意 的 高 为 的 n 次 不 可 化 整 系数 多 项 式 
QCx) (Q(x) 不 是 常数 }， 有 
1Q(E)|>exp(- p(n,k)), 《11) 
那么 ， 对 于 任意 的 高 为 hh 的 次 代数 数 a， 有 
[gE-al>exp(~ gtn,h)—- dn—nlogh), (12) 
证 明 ， 不妨 设 1 学 2， 
(i ) 设 Q(x) 是 定理 中 的 多 项 式 ， 
Q(X) = dX’ + 二 =g0(xX—00) (X= an), 
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在 请 i OR 则 由 假设 可 知 
|E-a; ,|>exp( - p(n,h)), 13 


男 一 方面 ， 对 于 ?去 io， 有 
| | 
[oor sc- 外 + |E-0, 1<21E-m), 


所 以 ， 由 定理 3 及 《 13 ) 式 可 以 推出 
GD1= 上 -eol I le-al 


1 区 1 
之 2 1 上 一 Co| 4 TT la,—ai, | 
天 中】 
1 和 Pip 
= 2-sx1 Ils-eo | . LO oil 
-一 


Faerp oni) (ea) 


J 
4 


(Cn+ -t= 2 TE cnn-1)) 


* (nt 1)-"+? * h-*tiexp( 一 p(n, 1)) 
>2 Tn DD) Ct) hn 


“exp( pn,h))>exp( — pn,h)— 
— 2nlog(n + 1)—nlogh), 
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由 此 易 得 (10) 式 ， 
(ii) 没 a 是 高 为 有 的 次 代数 数 其 最 / 多 项 式 是 
Q(X) ,由 假设 可 知 和 
10(8)|>exp( — p(n,£)). 
不 护 假 定 |5-a|<< 1. 由 代数 数 的 性 质 可 知 
isl<lal+ 1<h+2. 
男 一 方面 ， 由 中 值 定理 得 到 
Q(E) Go) = 0 (MN(E -a), 
=a0+08 -a), 19|<1. 
由 此 及 显然 的 不 等 式 


[IQ CNIS nh(ht 2)"! =n*h* ( 1+ 二 ) 


3" nl hn enrnlogh， 
到 可 得 到 (12 ) 式 . 

证 毕 . 

定理 4 不 仅 指 出 了 超越 竹 度 量 与 通 近 度 的 内 在 联系 ， 而 
且 使 得 某 些 数 的 超越 性 度量 的 研究 可 以 归结 为 寻求 某 个 相应 
的 线性 形式 的 下 界 ， 

设 Q ,8 是 任意 复数 ， 而 且 


lB-el<rlel, (r+<;). 


以 logw 表示 对 数 函 数 取 主 值 的 一 支 ， 那 么 ， 由 熟知 的 不 等 
式 


sup |log(1+®)| < 六 
1z] 专 雪 


及 最 大 模 原则 可 以 得 到 
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1 1 
stip | logtl+2)| < 
lzler ET 


< (lzl<r). 


因此 ， pee -ll< r ( < 二 ) 时 ， 


Rss = llog(Be™ -1+1)| 


< 站 Shs 


18 -ee]>2rtel es logB -al. C14) 
由 此 可 见 ， 车 取 8 为 代数 数 ， = 则 入 


[8- erl> 2r ler|e |logh ~ Ft5g(- DI 


即 由 右 方 的 线性 形式 的 下 界 估计 可 以 得 到 超越 数 e* 的 允 近 
度 ， 


在 《14) 中 ,和 藻 取 68 为 代数 数 ，a =51og#,， 《二 与 
是 代数 数 ) ， 则 当 |84t-1|<<.r < 本 时 ， 


|8— ww}>2re 本]jlog8-siog 介 ， 
同样 可 由 右 方 的 线性 形式 的 下 界 得 到 借 的 融 近 度 
基 似 地 ， 可 以 考虑 形 如 
_ Bothilogelt+ +hrlogan 
~ Be +pi’loga’ + +Bn/ logas’ ” 
(Bo + +B logan’ £0), 
以 及 
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coal 
的 逼近 度 ， 其 中 诸 eciyai* ， 是 非 零 代 数 数 ，p8i ,pi7 是 任意 的 
代数 数 ， 
在 某 些 特殊 情形 ， 通 近 度 本 身 就 是 一 个 线 性 形式 的 下 
界 ， 例 如 
lx-logal= |log( -1)+t+ilogel. 


第 三 节 。 的 超越 性 度量 


对 于 具体 的 超越 数 9 ， 寻 求 其 超越 性 度量 的 方法 有 其 特 
殊 性 ， 很 难 找到 一 个 通用 的 方法 ,一般 地 ， 凡 确定 8 的 超越 
性 的 方法 都 可 用 来 寻找 其 超越 性 度量 .在 本 节 中 ， 给 出 。 的 
一 个 超越 性 诬 晤 ， 所 使 用 的 方法 ， 是 将 第 四 章 中 所 使 用 的 方 
法 精密 化 . 

引 理 4 . 设 


~™ 


pCx) = Dai € ZL? P(x)# 0, 
则 对 于 任意 的 自然 数 了 及 复数 zx ，Rez> 0 ， 有 ， 
A P(e) = ads) - Da Puo, 


(15) | 
其 中 


Aii(z) 一 D3 PA hE 1Bt4 1(7) 


(k,l=0,1,2,.",7), (16) 
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Pt 
Bm) = tl)ie(itm): | Bl(tye™ dt, 
| 1 
(17) 


BD) = HOO C=0,1, om 
i (18) 


证 明 . 对 任意 的 复数 > ，Rez > 0 ， 设 了 是 自然 数 ， 则 
由 分 部 积分 得 到 ， 


(Bde -2 ade 
t t 
= sp (ty) + 1 (eB (tdt 二 0 
2 ?J, 


=e™t 2 (1)， {x=0,1,.,7), 
因此 ， 宙 (17)》 式 可 知 : 


Bisak#) dic tm) (en Ba BID) 


~ ema F111 BAYCm)) 
2m0 : 


[ cmz.diif 2 — elrAin( 2). 
令 = 0， 则 | 

et: Ao(z) Ali(z) Piuolz2), (Kk,f= 0， i, “1) * 
因 紫 ， 
A P(e') = DH 0Ai(z)— Dadi?). 
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证 毕 ， 
引 理 5 ， 存在 直 然 数 上 ， OEen, 和 使 得 
LL.(1)= > arAi(1)0. 
. 证明 。 记 行列 式 , 
A,olz) A(2) A,n(z) 
Ay(z) A) Aiitx)} | 


A Cz) A 2) a ‘A(z a 


则 4(z) 是 一 个 多 项 式 ， 
由 (18) 式 大  . 
= 0， i<i-1, k=1 
BUDD 或 4<j 站 ,入 时 


*0, 当 414=7-1， be 
或 4= 庆 ， 大业 
因此 ， 若 令 z 
1， 当 站 = 了， 
人 当 k 1， ' 
则 Air(z) 是 一 个 +Su- 1 次 多 项 式 ， . 它 的 系数 是 有 理 整 
数 ， 以 (~ 3)1 为 公 因 子 ， 和 而 且 zx 的 最 高 次 第 的 系数 
为 ; i 


(7 wr GAY HH 1) I~B: ¥ 号 
1 号 
尽 样 ，d(z) 是 一 个 次 数 不 超 过 (n+1)mj 的 有 理 整 系数 多 项 
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式 ， 而 且 z 的 最 高 窄 的 系数 是 


‘0-1 oe Cl-i) 


” 另 一 方面 “在 行列 式 人 (2》 让 ， 着 将 第 i + 1 列 减 去 第 
一 列 稳 以 ei?， 则 由 ( 15 ) 式 可 知 ， 除 第 一 列 外 ,: 其 余 各 列 
均 由 形 如 


Birol2) = zlrtl)iels | Be 


放 元 素 构 成 ， 显然， 中 syol?) 在 x = 0 的 零点 的 阶 宇 (7+ 1)7， 
因此 ， 人 和 (2) 在 z=0 的 零点 的 阶 > n(n+1)j。 由 此 与 前 而 
的 论证 可 知 
A = (0-1 ea Ci nt 
J 
于 是 人 A(1)¥ 0 ,但 是 a.(0 志 1 过 4) 不 全 为 零 ， 所 以 必 有 有 
k EN,， 0 所 kn， 使 得 
局 aAu(1D)* 0., 
证 毕 . 
引 理 6 ,下 面 的 佑 计 式 成 立 : ， 
(Ci) EECDI> je (i 1 ); 


(ii ) ret 


H= a x lo,l; 


(iii) AID) <3C Ct) Othertnti7 二 
{jj 产 3， n> 1)., 
证 明 (i 》 由 (1) 的 表达 式 ， 可 知 它 是 有 理 整 数 ， 
此 外 ， 由 于 As1(2) 的 系数 都 可 被 ( 1- 1)! 整除 ， 所 以 必 有 
(17-1)!|L(1), 


KKD1> OD)1= jv 于 ce 
> jie (i>1). 
(ii) 由 | 


0 
Bu)= et | BiKDe-idi 


i 
= — ee! | II [1 一 全 1 dt 
0 
以 及 (O11) 
Ei 3 
| | HT Cie dt] en | js klividt 
0i=0 0 


<ntrtt 六! 


即 可 得 证 ， 
(iii) 由 引 理 4 的 证 明 见 到 


Aill) = 上 Bi{t)e™idt 


= Giterd 
中 人 0 
=1,+1,, 《 19 ) 
14# 


其 中 
Va 人 (it 人 Paienedi 
六 上 


< fs Jiviertdie TT (Cn+ 1)7) 
fi 


ICnt Nr ei, (i 1), 
nn 
(hal | HO- Di edtl. 
对 于 11 使 用 (ii ) 中 所 得 到 的 估计 ， 则 由 《 19 ) 式 得 
岂 ， 当 ? 守 3， n>1， 有 


[A Er T((nt 1)7) 


i + 3((n+ 7) ("+1)i 二- (e+1}i 


< 3at i ti)ioe- (atl) 1 
证 毕 ， 
定理 5. 设 
P(X) = Baie Zr 人 


则 对 隆 # 守 1， 有 英 , = 如 ,(n), 使 得 当 百 > 媚 。 时 ， 有 绝对 
常数 C ， 使 得 


PCa)1> exp {~ (n+Cr: ee ) logH}, 


证 明 、 由 引 理 4 一 6， 得 到 
了 dz 


POY IA IODCDI | DB dD 


yy OO i 


3 
人 ji-$HY). 《 20 》 
今 取 /是 满足 条 件 
{71— 1)i le™ (eae ten -1 了 
长 21 7) 
的 最 大 自然 数 ， 于 是 | 
和 ie 2 (n+ 1)erntet1)ijdH, i (22 ) 
由 《21 ) 式 ， 有 
je ts 下 | 1- 于) (六 一 于》 ee 一 (ji 1) 
0 head Wy We eae nm (nsl)} (i-1) 
二- 一 一 ( 1 ) 2(Cn+ ¥en" 


(1— D-H< 9{7+ ee (+1) jj 二 忆 


由 此 及 (22 ) 式 推 得 
jlog? “lo HlogC et) + OC1087), 
4 i (23) 
pe 
其 中 常数 仅 与 4 有 关 。 
当 #DP1，7 1 时 有 
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D0 EE Tri 本 cd 


村 n+ 1) ("tieri) iCn + 1)erntrs! 上 1 ， 


由 此 及 (20).，(22)，(23) 式 , 得 到 . 
PCe )| >> 吾 六 Cs = 直上 小 了 二 -He™{irt)itoni 


=Hexp ( — {n+1i)logH -~ (n+1)1log(en"s!) 

+ O(logD) ) = H-"exp( - (n+ DilogGnzD 
logH ee 

* TS (1t+o(1))+0O(loglogH) ) 


= Ha 二 , 
Legal 
易 见 ， 对 于 任意 的 靖 1， 当 瓦 演 末 (CO 时 ， 可 有 
Y<Cn:log(n+ 1), | a 
C 是 绝对 常数 .定理 结论 由 此 可 得 ， 

作为 本 节 的 结束 ， 我 们 指出 ， 利 用 上 面 使 用 的 方法 及 第 


四 竟 第 四 节 的 定理 ， 可 以 : 刘 到 才 logz 的 超 人 此 处 
0 为 代数 数 ， 和 
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第 八 章 代数 无 关 性 


关于 几 个 数 交 代数 无 关 性 的 研究 ， 要 在 本 章 中 进行 讨 
论 . 将 要 考察 代数 相关 的 数 的 某 些 特点 ,并 对 一 些 具体 数 的 代 
数 无 关 性 做 出 判断 ， 此 外 ， 介 绍 了 Mahtler 关于 数 的 分 类 ， 


第 一 节 “Mahler 分 类 


对 多 项 式 P4x)， 以 4(P) 与 所 PP) 分 别 表示 它 的 次 数 与 
高 ， 以 下 ， 总 设 P(x》 活 0 ， 

对 于 任意 复数 8& ， 以 P(x) 表 示 所 有 次 数 不 超过 * :高 
不 超过 名 的 有 再 整 系数 多 项 式 Q(x) 中 使 18(8)| 取 最 小 值 的 
一 个 多 项 式 ， 并 县 用 


IPT = 一 oem h) pe 


定义 也 数 ”名 Cx， 有 和、 此外， 记 
wr(E) =limSupos(n, f),w(S)= limSupw.(8). 


vv(E) = min{nsneN, #18) = ooj， 
但 如 果 对 所 有 的 自然 数 #，w,( 嫩 之 co20， 则 规定 7(86) = co， 
定义 1， (Mahler 分 类 ) 将 所 有 复数 ， 做 如 下 分 类 ， 
称 8 塌 于 
(1) 4 类 ， 如 果 w(8)= 0,， 1(5)=%i 


E44 


(2) 8 类 , 如果 0<<o( 急 <co，x( 包 = co 
《3) 了 工 类 ， 如 果 wow(5) =co，?(5) = 

(4) 如 类 ， 如 果 w(5)=co，y(E) < 之 oo。 

定理 1. 上 属于 4 类 的 充分 必要 条 件 ， 是 上 为 代数 数 ， 
证 明 , 设 是 实 超越 数 . 记 


Q(E) = a tb! + et ar, Der#o0. 


于 是 ， 对 于 每 一 个 次 数 不 超 过 # ， 高 不 超过 的 非 零 多 项 
式 Q@x)， 有 一 个 值 0(5) 与 之 对 应 显然， 满足 0<a; 志 h 
( 017#) 的 这 种 多 项 式 共 有 (4h+1)"+!! ~ 1 人 个， 而且 与 这 种 
Q(x) 相 应 的 9(5) 满 足 
[QC Sh max(l, 151)" :Gut1)=c(n, 有 jc 

其 中 < 晨 仅 与 5，n 有 关 的 常数 ， 因 此 ， 若 将 区 间 [ ~ ck,ch] 
分 成 长 度 为 2ch™" 欧 prt! 个 互 不 相 交 的 小 区 间 ， 那 么 ， 由 
Dirichlet 原则 , 当 n 和 下 充分 大 时 至 少 有 两 个 不 同 的 Q(x) 
(i= 1 .2)， 使 得 

18.(8) 一 Q,(E)| <2ch-". 
取 P(x) = Q(x) -Q(x) 考 0， 则 | 

dP)En, KP)Sh, 1P(S TS2c8-"， 
因此 ， 与 8 相应 的 wn， 丰 闫 1. 可 见 二 不 属于 4 类， 
， 车 5 是 超越 数 但 不 是 实数 ， 那 么 所 有 的 8(E) 所 对 应 的 
点 落 在 答 形 [ 一 ch,c?h 一 c?h,c? 和 内 ,此 处 c/ = 5c“ (x, £). 因 

_7-1 1+l 

此 ， 关 将 矩形 的 两 边 各 分 成 长 度 为 2c'h 2 的 i 2 个 互 
不 相交 的 小 区 间 ， 就 得 到 名 2 个 小 正方 形 . 同 样 由 Dirichlet 
原则 ， 当 1， 充分 大 时 至 少 有 -两 个 不 同 的 多 项 式 @ (Xx) (i= 
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1，2 )， 使 得 多 项 式 CGO) = @,(x) ~ 8,(x) 满足 
a : 
IQ(D<2V2ck 2 


因此 ， 与 相应 的 04(%,， 人 D> (1 一 十 ). 


以 上 证 明了 ， 若 6 是 超越 数 ， 则 不 属于 4 类 ， 
现在 ， 设 占 是 4 次 代数 数 ， 由 第 三 章 定理 3， 对 于 任意 
的 、 高 委 刀 次 数 < i 车 P(E) 才 0; 则 


1 < |: 
IPO I> Dr * ty > Dl Cy 
其 中 D, = 1(8)., 由 此 可 见 ， 对 于 任意 的 42， » 数 nws(n， 
和 ) 是 一 致 有 办 的 ， 因 此 w(&)=0,v(5)=oo， 期 #5 属于 4 
wt I ee 
证 毕 . . 

引 理 1 。 设 P(z) = Cox"+ ……+CneC[x]， 它 的 系数 
的 绝对 值 不 超过 有 ， 则 存在 某 个 数 ) ，0<<j<n， 使 得 对 于 
只 与 4 有 关 的 两 个 常数 41(n)，4,(n)， 有 

A.(mhE<|IPON | < A, (mh 


证 明 。 由 方程 组 2 
了 了 (六 = Cojr+ 二 Co OjE 
可 以 将 Cu Ce : EO C, 表 示 为 PC0), Se PC 的 线性 组 
A 


0 CioP(0) + + CaP(), (0<ign), 
其 中 Cij=Cij(7)， 设 IP(j)1 = 和 max|P( 力 |， 则 直上 式 扒 
出 ， 存 在 只 与 4 有 关 的 常数 4; (7)， 使 得 | 
hemaxlCl<A,(n).]P(j)), 


Ut 


ms 


由 此 可 得 引 理 结论 的 前 半 部 分 ， 至 于 引 理 结 二 论 的 后 半 部 分 ， 
则 由 
| PCD SE(n+ 1)n"h 
斯 可 得 到 . 
证 华 . 
定理 2. 在 Lebesgue 测 度 意义 下 ， 全 体 个 类 数 与 可 半数 
构成 等 测度 集 . 
证 明 . 设 是 任意 复数 ， Pp(#) 是 不 可 化 有 虽 琵 系数 多 
项 式 ， dd{P}<<#,，h(CP)<h. 
Me 5 有 最 小 距离 的 了 (x) 汐 零 点， ， 则 对 P(x) 的 
任 - 一 零点 4 ， 
人 人 
因此 
liE-al<2"{IP(6)! *: [PCa)l™! (2) 
由 第 七 章 引 理 3 容易 霄 出 ， 存 在 只 与 n 有 关 的 常数 C， = 
C1,(n)， 使 得 对 于 7 兰 2 有 下 面 的 不 等 式 成 立 : 
1P7 (Ce 旭 人 CKP (3) 
当 ?= 1 时 ， 送 当选 取 C, (z) ， 上 式 显 然 也 是 成 立 的 。 
闽 定 任意 正 数 <<1 ， 
设 扣 是 T 类 或 U 类 中 的 数 ， 
(i) . 首先 指出 , 存在 某 个 自然 数 4 及 自然 数 上 ， 以 及 次 
数 为 n 、 寅 为 的 不 可 化 有 理 整 系数 多 项 式 P(*x)， 使 得 


PCE) | < SM on : ( 4) 


事实 上 ， 根 据 定义 1， 必 存在 自然 数 与 上 4， 以 及 相应 
的 次 数 为 ， 高 为 上 的 有 理 整 系数 多 项 式 P(z)， 使 得 
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/P(E (ot 2 Gn ,6%, ; ; ( 5 ) 


36"+ 上 


如 果 P(x) 是 不 可 化 多 项 式 ， 则 ( 4 ) 式 是 显然 的 ， 
如 果 P(x) 是 可 化 的 ， 那 么 ， 可 以 将 它 分 解 为 上 个 有 理 整 系 
数 不 可 化 多 项 式 之 积 ; 
P(x)=P(x).…P(x). 和 
设 也; ;(x) 的 次 数 为 7 ,， 赢 汐 几 ， 则 ?2 十 二 十 J 二 
而 中 ， 由 第 二 章 定理 5，” 
有 
如 果 对 于 1<j<f (ie N7 都 有 
[PE | CD) 6 


ns6"i+ + 


PON= 直 1Pi> (SGA) 村 


3SGn+l 


sl ci " ,6m 6n 
R36"+! 3 
这 与 5 ) 式 矛盾 ， 所 以 至 少 有 一 个 Px) 使 得 ( 4 ) 式 成 
立 ， f 

(ii). 由 (2 )，( 3 )，(4 ) 式 可 以 看 出 ， 在 PCz) 
的 诸 等 点 中 ， 若 “ 与 有 最 小 距离 ， 则 A 


» EC! (n) Cn » 1 他 
人 


yar We 


= rt i _h i 
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以 P(x) 的 每 个 零点 为 中 心 做 一 个 半径 为 5555 人 rw 的 园 ， 


记 这 些 园 的 和 集 为 5S(P，%， 间 ， 并 记 
Mt{n, h) = bos ny £), 


其 中 (x) 经 过 所 有 次 数 为 、 高 为 的 有 理 整 系数 多 项 式 ， 
那么 ，T 类 数 和 U 类 数 都 包含 在 数 集 


M= UU M(n, 站 
中 ， 显然 ， S$(P, %, 有 的 测度 不 超过 


hr (afr ne 


" Tr rT 六 ren sh o 
因此 ，M 的 测度 不 超过 
py Sre 二 
n=1h=1 如 


其 中 C, 是 绝对 常数 ， 


册 e 的 任意 性 ， 即 可 证 得 所 需 结论 . 
证 毕 ， 


定 再 3 ， 若 三 与 六 满足 一 个 代数 数 系数 的 二 元 代数 方 
程 ， 岂 它们 属于 同一 数 类 ， | 
证 明 。 设 
Q(E, 1) =0, 
其 中 
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二 与 ! 
2 Q(X, 2) = 2 2 aiix' Yi, 
必用 下 


此 处 aiji(0si 生 1 0 委 j 委 六 是 代数 数 。 
首先 注意 ， 不 炉 假 定 £ 与 1 都 是 超越 数 ， 和 否则 ， 它 们 都 
是 代数 数 ,从 而 都 属于 4 类 . 此 外 ， 还 可 假定 诸 41; 都 是 有 理 
整数 ， 否 则 代替 OU(x， 妇 可 以 考虑 多 项 式 
V(x, W)=M HH > Say xiy ), 


m0 jd*0 


(1) (i) 


其 由 Qij=aijy Mijs 0 在 人 = Qa “an).t 
的 共 罗 数 ，d = CK:Q1]，M 是 菜 个 有 理 整 数 。 
此 外 ， 还 可 假 Q(x， 功 的 零点 =5，…， 名 都 是 超 
Q(x, Y=70XY 47 (xr YT +r), 
则 必 有 PX)17i(x) (0i<)， 因 此 可 以 考虑 新 的 多 项 式 


以 下 用 C，， C:… 表 示 只 与 0， 点， 以 及 Q(x， 5) 有 关 的 
设 


P(A) PL ut2 (Oi<n), max|al|=h, 


[P(EY| = ne (nn, a) 


对 于 2 所 i 所 有 显然 有 
{P(EDIE Crt+i)h max(l, [£0)"eC,h, 


80 


WY EY ra rh 


少 


J = PP 人 5) P(E) = 下 ( Bas ) ee 


一 a Di, ss i)E 6h 多 《6 ) 
i wl ig=0 oe 
则 
天 sc "om +f-l, (7) 


另 一 方面 ， 是 关于 后 ，… 扣 的 对 称 函 数 ， 所 以， 有 
RS -县 PC A og 
JI 一 让 
4 二 
其 中 9;，…，0% 是 关于 51，-…，6& 的 初等 对 称 函数 ，P(1 ， 
… 如) 是 有 理 整 数 ， 有 
max {PCA,, “yy 4,) [Casht, 
但 由 于 
Ox 1 = 9 Xr + GW 


所 以 |oil = 于 = ， 因 此 ，q 7 是 关于 的， 


次 数 不 超 过 市 的 多 项 式 ， 它 的 高 h 不 超过 C4 所， 根据 定义 1 及 
(1) 与 ( 7 ) 式 ， 得 到 
A 和 hk )<c, ss Ah)+k~ 


EG i "Cs nlh, a 9 大 a OR 
因此 
kio(m) >w (6§)., 
了 5 了 


同样 地 可 以 证 明 
Ko) >00). 
由 上 二 式 可 知 占 与 了 属于 同一 类 ， 
证 毕 ， 


第 二 节 代数 无 关 性 


下 面 给 出 的 定理 ， 都 涉及 几 个 数 的 代数 无 关 性 ， 
定理 4 ， 设 所 1 53 与信 ， 1 分 别 在 Q 上 线性 无 


关 ， 则 六 个 数 ee (1<i<3，1<j<2) 中， 至 少 有 一 个 
是 超越 数 . 


证 明 。 设 是 充分 大 的 自然 数 ， 记 工 = [人 了， 


假设 71 (1<i<3，1<j<2 ) 都 是 代数 数 .以 K 表示 它 
们 在 Q 上 扩张 所 成 的 代数 数 域 ， 并 记 d= [K:0]， 
(i)。 首先 证 明 ， 存 在 不 全 为 零 的 有 理 整数 (44，4， 
1 ) (O&A 4, 4s SSL), 
max|p(l, ds, 4) | < 二 CC 
使 得 函数 


D(z)= 包 3 2 pos et 161 + hE + As53)z 


41=0 A2™ 
满足 条 件 : 
POD)= Bn+hm)=0 (lh), (8) 
其 中 Ci《 以 及 下 面 的 Cs，Cs，,… ) 是 只 与 诸 £, 有关 的 党 
数 . 
事实 上 ，《 8 ) 式 即 是 


4 


3 (1 da, As)e CriS! + hE2 + AsEs) in + [7) 
1mo As=0 Ag=0 
= 0 (1<i ,lL), 
这 是 关于 N = (+1)* 个 未 知 数 p41, 和 ,加 ) 的 性 = 线 个 方 
程 。 胰 以 C,"*， 显 然 可 使 上 述 方程 的 系数 成 为 K 中 的 代数 整 
数 at4),4,4,)， 而 且 
max|a(di, ts, As) | SCs tt, 
因此 ， 利 用 第 二 章 定 理 4 可 以 知道 ， 存 在 不 全 为 零 的 有 理 整 
数 了 (14,，4,，4,)， 使 得 ( 8 ) 式 成 立 ， 而 且 
， CE 
max|p(h dss hs) | SCV EL+1PCL) E+1) -dh 
Ch, 
(ii)， 其 次 证 明 ， 设 自然 数 mm 之 t ， 而 且 ( 8 ) 式 对 于 
1 守门 ， 玉 委 六 成 立 ， 则 它 对 于 1 所 1， 上 所 m+1 也 成 立 ， 


.7= max [iti + 1SCum, 
1 


工 委 太 ,天生 放 十 


由 假设 条 件 ， 中 (x) 在 配 1z| <<+ 中 的 零点 个 数 不 小 于 mz， 因 


9 
此 ， 在 第 五 章 引 理 1 中 取 。 呈 =mw8 ， 则 由 
9 9 
5 Lm 8 
| ®rst Ci .<C, 
可 以 推出 
log| D1.<Lm8 1ogC,— mlog +" 


2m4r 
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.8 二 六 

< 4 mh 8 ] ogC, ~ lor(Cm 3 ) 

-Cmlopgm, (9) 
另 一 上 方面， 由 于 ®lm + i 1) (EL <m+l, 1<hem 
+1) 是 d 次 代数 数 ， 所 以 , 若 它 不 为 零 , 则 由 第 二 章 引 理 3 ， 


及 


lc | = [号 ( 1 1 十 ps |] (LL+1)C ECL (ml) 
: Or nt) 

We (m+1), 

可 以 得 到 

log lb hm tly) | -4- 1)L(m+1)logC 


7 
» -dL(m+1)logC> -Cm 
这 与 《 9 ) 式 了 矛盾 ， 所 以 必 是 
哨 (五 作 十 于 1) 一作 (1 il, m+ 1) 

Gii)， 由 (i)，(i 让 的 结论 可 知 ， 对 于 任意 的 自然 数 7， 
1 有 Dm + ln) = 0. 因此 B(x) 三 0. 但 56,52,5s 在 Q 上 
是 线性 无 关 交 ，2(41,4s,43) 又 不 全 为 零 ， 因 此 中 (5) 三 0 是 不 
可 能 的 这 个 矛盾 的 出 现 说 明 cm (1 13，1<1 所 2) 不 会 
全 是 代数 数 ， 

证 毕 。 … 
在 下 面 的 定理 证 明 中 ， 出 用 到 代数 学 中 关于 域 的 有 限 扩 
张 的 理论 。 读 者 可 参阅 有 关 教 科 书 ， 例 如 B. L. Van der 
Waerden 的 《Aigebra》( 有 中 译本 ) 。 

以 下 ， 设 名 ,54,5s 以 及 加 ?ayga 在 Q 上 都 是 线性 无 关 


的 。 
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首先 注意 ， 在 数 

£1 ci (Ts<is3，l<j<3) (10) 
中 至 少 有 一 个 超越 数 ; 事实 上 上 ， 显 然 诸 所 与 由 沟 不 为 零 ， 因 
此 ， 藻 &,， sz， e511 是 代数 数 ， 由 于 61,62, 6 在 人 Q 上 线性 无 
关 ， 所 以 六 是 韭 零 的 代数 无 理 数 ， 从 而 由 第 五 章 定理 1 
可 知 


Sz 
ee2N (es 


是 超越 数 . 

以 品 表 未 (10 ) 申 某 一 个 超越 数 ， 假 设 另外 的 数 都 与 mw 
在 QQ 上 代数 相关 ， 那 么 ， 必 存在 Q 的 扩 张 Ee=Q(w) 上 的 代 
数 元 素 @,， 使 得 由 (10) 中 的 数 在 Q 上 扩张 而 得 到 的 域 同 于 
Q(o，o)， 即 (10) 中 的 每 一 个 数 都 可 表 为 


号 Yo (PCDeQrz， PoOeQre)G1) 
的 形式 ， 其 中 心 是 Fe = Q(e) 上 的 某 个 不 可 化 多 项 式 。 

P(x) = a (2) 
的 等 点 ， 而 且 z 

a = DB PueZ, OKi<d, 0<4<N，， 

A=0 
由 (11) 式 可 以 署 出 ， 如 果 (10) 中 的 数 都 与 w 代 数 相关 ， 

那么 ， 存 在 仅 与 诸 二 和 区 有 关 的 常数 
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| 
M= B00w', (bcEZ，0<is<4)， 
使 得 数 ME,，Mes'1i(] <ix<3, 1<j<2) 都 可 以 表示 成 


Nd-i 


全 Da wi! aeZ (0S<AEN, 0<i<d—1)(13) 
的 形式 ， 其 中 44， 以 及 庄 9 与 a 的 绝对 信 都 不 超过 某 个 仅 


与 诸 点 及 wj 有 关 的 常数 冯 ，. 
引 理 2 . 对 于 任意 的 自然 数 2， 二 


di 
A,= 2 anniv (1<?<n), 
Am0t=0 


其 中 诸 ara.eZ， 又 设 存在 常数 C1!， 使 得 
max|a | Cl， 

则 存在 只 与 % 与 wl 有 关 的 常数 Cs， Cs 使 得 
n 六 人 At+Cz]d (nn 

I 4. = 2 EE ano 


= 


其 中 所 有 的 ax 都 是 有 理 整数 ， 而 且 它们 的 绝 对 值 不 超过 
(CsCih)". 
证 明 。 设 


由 二 一 上 
B., = pp 站 和 beZ, (7=1,2), 
im 0 J 


则 


RL 2 dil 


DP Sp 


eT] pel 下 一 和 ww 


a 


工 5 


1 + 2d=2 


一 狂 ow, (14) 
其 中 
B41= 之 | 2 | Bi， 
外 十 此 二 :十 一 二 
0 1k O01 I 1 
0 k, 


I6, Smin(k+1, k+l)d max|bul|l max|b,nl 
<2demin(k, ka) max| bnl:maz|bnu|. (15) 
另 一 方面 ,由 于 ?是 (13) 式 P(x) 的 零点 ,所 以 Pw1) =0， 
因此 ， 存 在 只 与 o 和 om 有关 的 常数 Cl，Cs 使 得 对 于 7=0,1， 
2，…，2d -2， 痢 有 等 式 
WI" = SD Erni wl', 


lem0 #0 


其 中 emieZ， 而且 maxleww| 所 Cs .由 此 及 (14)，(15) 式 可 
以 得 到 


Elthpy 下 [十 yg di 2 Cy 二 
BB;, = 之 OO 3 二 bp 多” 名 3 之 Beior0 
[Te [ 于 


kithotCe d—!} 


> fi 3 


Am lf 
其 中 诸 有 eZ， 而 瑟 
max|fi;|<C (2d ~ 1)maxls, ,| 
2Codr2de min(k, ta) max| bl max| b,jl 
Cemin(ki, ke maxlbi| maxib,,|)., 


由 此 并 利用 归纳 法 ， 即 可 得 到 引 理 结论 . 
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证 毕 ， 

定理 5 和 > 与 员 ， ty ps 都 在 QQ 上 线性 无 关 ， 
则 〔〈 10 ) 式 中 至 少 有 两 个 数 在 Q 上 是 代数 无 关 的 ， 

证 明 。 设 (10) 式 中 的 某 个 超越 数 为 @， 并 假定 另外 的 数 
都 与 @ 在 上 代数 相关 , 下面， 要 由 这 一 假定 得 出 一 个 矛 
盾 ， 

以 下 ， 设 C1s 《2 a 0 有关 的 常数 ， 是 
某 个 固定 的 充分 大 的 自然 数 ， 

Lo= tk Log k],L = a rk (logk) ? 3, 


Pz) = i 


天 当 1 “DD Ag=H 村 一 了 
“wo (hs + A425 + Nags)z, 


其 中 P() 是 有 理 整 数 . 
《i)， 首 先 证 明 ， 存 在 不 全 为 零 的 有 理 整 数 
P(Ao, hi, hs, 4s) (0 委 1< 工 ， Yeh hh dD), 


满足 条 件 

. maxlP(4osh,h, hs) | kc, - (16) 
并 且 使 得 

BID=0, 9&7<h, (17) 
其 中 


1=hm tlt lt leN, 1<liem(i=1,2,3).(18) 
事实 上 ， 等 式 ( 17 ) 即 是 


“中 (9) PW 0" (M61 + AsEs + AsEs)i 


hE +t dbs + hb) Crh + rs + ts) 
了 58 


一 名 P(N (CAEL 十 Nt + 1.5,)1 


. J eAid Ei 0 
lt1, 1 和 3 


dT 


它 与 
5 (n=0 {19) 
是 等 价 的 . 由 (13 ) 式 及 引 悍 2 可知， 对 于 j 上 


Mod (1 二 ET 与 
Mn .II 
1 <i,1<3 (ee dt 
都 可 表示 为 ， A 
Ni 二 -上 


于 Hh, ‘OO 


ram0 £0 
的 形式 ， 其 中 xi 是 有 殖 整 数 ， 并 且 有 下 面 的 估计 本 本 
NSC,t log , 、 
max| | <C,. log 加 
因此 ， 再 利用 引 理 2 可 以 推 知 加 
Mitoarpho hE t Alt lg): I (cs 
1<&?1,1<3 
可 以 表示 为 
Na de 


> awrwr 


La 
的 形式 ， 此 类 ar 都 是 整数 ， 而 且 
Ne<Cok log k, maxlarilscCil klogk {20) 
于 是 记 N = Cok log ff， 则 对 于 任意 的 7 了 与 1， 
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都 有 


N dl 
Mrtontptn WD)= 六 POD 加 eoror 


N d=1 
二 这 0riP(1) . 
re0t= 习 {1}) 


现在 ， 考虑 关于 Lo 己 个 未 知 数 PC40,41,4,,4s) 的 方 程 组 


Lo 


了 
2 Pldo, A As, As) a,, =0,0<rEN, 

M0~0 470 A m0 4s™0 - 

OSi<d~1, 0G7<k, 1<l ,bh (21) 
当 上 充分 大 时 ， 方 程 组 的 个 数 

dN +1)rmiead(Cok log K+1) km 

16 
<Cuks(log kh) 7 <FLol, 


因此 由 第 二 章 定理 1 可 知 , 当 # 充 分 大 时 存在 不 全 为 零 的 PCh。， 
和 ，4,，4) 是 方程 组 ( 21) 的 解 ， 而 且 由 ( 20 ) 式 可 知 


ANTDEm 

二 和 

maX|PCL 4 4 hd) | Cmaxla, Er 一 人 十] 
<C log 


这 些 P(1) 当 然 也 满 是 ( 16 ) 与 (17 ) 式 。 
(ii)， 其 次 ， 给 出 中 (2z) 与 下 后 (人 的 估计 。 


以 7 与 分 别 表示 园 |z| = 人 上 与 |1z| = 沁 
4(z)= Hz 人， 


其 中 = + ?n+ Yer (1<i, i,, js<<m), 于 是 ， 对 于 


IT60 


可 以 推出 


(£4 + 1y)): ， 
El oat 


由 此 并 利用 《 16 ) 式 ， 得 到 ， 当 Ye 时 ， 有 估计 起 
log [B(xz) | -Camk log tlog ax 中 (z)| 


IC) =0(1)II 


-Cmklorgkttlog((L,+1) 

CE ey 
-Csmiklogk+C,skL - 
-Comklogk, (22) 


由 此 及 Cauchy 定理 ， 当 ji(logk) 二 时 ， 对 于 〔〈18 ) 式 
中 的 #， 有 : ‘ 
y= [7 中 (人 gj 
Bi (7) py | nd 

~-O(jimaxl@(z)| 
TT 


logl BO (mm) [SI log 7- Cromsk logk 
5 
Ck(log kh) 4 -Comk logtk 
-Cmklogk . {23) 
(iii)。 由 于 诸 P() 不 全 为 零 ， 而 且 &1,&4,6s 在 有 上线 
性 无 关 ， 所 以 (zz) 竹 9， 因此 利用 第 六 章 引 理 2 ,可 知 中 (zx) 
在 7 了 所 界 的 园 域 内 的 零点 个 数 
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n{0, MCL eC,llog 中 <m’ 人 1og 入 二 


由 此 及 (ii) 的 结论 可 以 推出 ， 必 有 某 个 了 所 k(log 从 二 以 及 
《18 ) 式 中 的 某 个 #， 使 得 中 (i (四 去 0， 而 且 满 足 (23) 
或: 


另 一 方面 ， 由 (i) 的 证 明 过 程 已 经 见 到 ， MertenLt DP li} (ny) 
可 以 表示 成 


aja D2 生计 aw 


的 形式 ，arieZ(0<7rSN,0<isd-1), 现在 , 视 P(w%,%1) 
为 0 与 @, 的 多 项 式 ， 并 EE “0d 表 示 多 ;在 Q(w) 上 的 全 
部 共 罗 数 ， 那 么 . 


0 = 下 PKo ou) 


就 是 关于 w 的 不 为 等 的 有 理 整 系数 多 项 式 , 由 《 23) 式 及 
(16 ) 式 可 以 得 到 


loglP(o) = 10g|P(o, | + loglP(o, ws) | 


~ Camklogk+CokLt 
-Comklogk. 


~C2ik’ (log A) . (24) 
iP(o) 的 高 关切 避 对 不等式， 0 
1ogh(P) <CiR Tag SY 站 C25). 
nb)eCsklogk, 0) 
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TA EE rr nor 


这 样 ， 若 取 各 充 分 大 时 ， 虽 对 于 等 一 个 过 ki， 都 存在 
某 个 有 理 整 系数 的 非 零 多 项 式 P(xz)， 满 足 (24)，(235)， 
( 26 ) 三 个 不 等 式 。 由 第 七 章 定 理 1，w2 应 该 是 代数 数 ， 这 
与 @ 是 超越 数 了 矛盾 . 这 一 了 矛盾 说 朋 , 在 (107) 式 的 数 中 ， 
至 少 有 两 个 数 是 代数 无 关 约 ， 

证 毕 ， 

对 于 上 面 两 个 定理 证 明 中 确定 L,, zi mt 等 数值 的 方式 
当然 不 必 拘 泥 于 此 处 所 取 数 值 ， 以 定理 4 的 证 明 为 例 ， 悄 使 
令 

LTL=[Ik!], R=m, 
那么 ， 在 证 明 的 第 (i) 部 分 ， 需 要 不 等 式 


2 
| 
3 


在 第 (ii) 部 分 ， 则 需要 
i>1, I+i<2, i+1<2. 
因此 
音 一 [和 1，4>>1，1+14<2. 
(在 证 明 中 到 了 = 了，4= 3 ) ,这 一 注解 当然 也 适用 于 以 


前 各 章 (例如 第 五 章 ) 中 所 出 现 过 的 类 似 情形 ， 
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